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1. Uvod

Tato kapitola se zabyva aplikacemi teplotntho naméhani v konstrukénich ulohach. V
jednotlivych vypocetnich modelech se tesi velikosti napéti a deformaci zptisobenych jednak tim, ze
u staticky neurc¢ité ulozenych téles je pti ohfevu (ochlazovéni) branéno jejich volné tepelné dilataci,

jednak nerovnomérnym ohfevem.

Jednotlivé kapitoly jsou ¢lenény podle typti vypocetnich modeli na problematiky tazenych
(tlagenych) ty¢i, nosnikd, tenkych kruhovych ohybanych desek a kotouéi a dlouhych vélcti. Reseni
je provadéno jednak pomoci deformacnich podminek, jednak s vyuzitim energetickych metod

(Castiglianova véta), coz je vyClenéno v samostatné kapitole.



2. Teplotni napéti v tyCich namahanych na tah nebo tlak

Jestlize teplota tyCe délky /, s kruhovym prifezem [1d, stoupne z pocateéni teploty 7, na
kone¢nou teplotu 7', a ty¢i nic nebrani ve volné deformaci, ty¢ se prodlouzi o délku
I=1,+a(T,—T,)l, ajeji primér vzroste na d =d,+a (T ,—T,), kde a[K™'| je parametr zvany
linedrni teplotni roztaznost. Je to prodlouzeni tyCe jednotkové délky pifi zméné teploty a jeden

stupen.
Deformace tyCe, ktera je soucasné zatizend vn&jSimi silami a teplotou je dana souctem
deformaci od vnégjsich sil a teplotni deformace
g g
e:sF+eT=E+a(T1—T0):E+aT.

Tento vztah reprezentuje Hooketiv zakon s teplotnim ¢lenem.

2.1 Teplotni napéti ve staticky neurcité ulozené tyci

Zde je branéno volné tepelné dilataci tyCe z ditvodu jejiho staticky neurcitého uloZeni dle

obr. 2.1.
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Obr. 2.1
Vetknuta ty¢ délky [, s priifezem S, , modulem pruznosti E a sou¢initelem teplotni roztaznosti
je podrobena teplotni zméné 7=T1,—T,. Kdyby nic nebranilo jeji teplotni deformaci, prodlouzila

by se o délku



Al=aTl,.
Tomuto prodlouzeni vSak brani oboustranné vetknuti. V ty¢i vznikne tlakové napéti, které eliminuje

toto prodlouzeni

aTl, o
Er= =aT, &£,=—,
o, " E
E=€,.+€,=0,

po dosazeni

%+aT:O U o=—aTkE.

Priklad 1.
Ocelova kolejnice nekoneéné délky se ochladi z pocate¢ni teploty T, pfi které byla bez
napéti, o teplotu 7=30K . Jaké napéti vznikne v kolejnici, je-li E=2-10°MPa, a,=12-10°K"'?

Reseni: Kolejnici miiZzeme povaZovat za idealné vetknutou ty¢. Pfi ochlazeni v ni vznikne tahové

napéti, které eliminuje teplotni deformaci £,=—aT=-3,6-10".

E=¢€,+&,=0
g—afT:0
E

o=FaT=72MPa

Priklad 2.

Ty¢ sestavena ze dvou materiald podle obr. 2.2 o teplotni roztaznosti: a,=12-10°K™"',
a,=16-10°K™" je oboustranné vetknutd. Vypoététe napéti v jejich jednotlivych &astech, je-li
E,=2-10°MPa, E,=12-10°MPa, S,=1,5S,, §,=16cm”, ohfeje-lise celao T=5K.

Reseni: Deformaéni podminka pro vypocet sily F je:

AL, +AL.=0,

tedy
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Obr. 2.2

Odtud tlakova sila v ty¢i ma velikost:

_At(3a,+a,)E E,S,S,
- E,S,+2E,S,+E,S,

=0,202MN .

_ F
Napéti v ¢asti AC je: 01=§=84MPa.

1

_ _ F
Napéti v ¢asti CD a DB : 02=S—=126MPa.

S

Priklad 3.

Ty¢ ve tvaru konického kuzele podle obr. 2.3 je vetknuta a zatizena zménou teploty 7=40K .
Vypo&téte napéti v ty¢i. Dano: /=500mm, 0 D=50mm, Od=20mm, E=2-10'MPa,
a=12-10"°K".

i

Y

Obr. 2.3



Reseni: Kdyby ty¢ byla volna, prodlouzila by se vlivem teploty o Al/=aT[. V tyéi vznikne
tlakové napéti, které eliminuje toto prodlouZeni. Pfedpokladejme, Ze ve vetknuti vznikne reakce F,

pak v misté vzdaleném o x od levého vetknuti bude napéti

_F
=55
kde prirez
S(x):gdz(x)sz d+(D—d)ﬂz.

Deformace v misté x bude €, (x)= al(;x) a zkraceni elementu dx bude A(dx)=¢,(x)dx . Zkraceni

tyCe vlivem napéti musi byt stejné, jako jeji prodlouzeni vlivem teploty.

l
4F]
all=| ¢ dx=
{ plx)d EmdD

Z této rovnice vypocteme velikost tlakové sily F =75,4kN a maximalni napéti na levém konci

tyCe 0=240MPa.

2.2 Nerovnomérné rozloZeni teploty

Méjme vetknutou ty¢ konstantniho prifezu podle obr 2.4, zména teploty 7'(x) bude nyni

funkci soufadnice x.
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Obr. 2.4

Volné teplotni prodlouzeni elementu dx v misté x bude



Aldx),=a T(x)dx,

celkové volné prodlouzeni tycCe vlivem teploty pak je

Ve vetknutich vznikne tlakova sila F, ktera by zkratila ty¢ o

_FL

Alp=s

Prodlouzeni ty¢e od teploty a zkraceni vlivem reakce musi byt stejné, silu /' vypoclteme z této

podminky
Fl 0
—= T
B ! aT(x)dx

2.3 Soustavy tyci

Priklad 4.

Ocelova ty¢ a médéna trubka stejné délky jsou spojeny tuhymi cely podle obr. 2.5. Jaké napéti

vznikne v jednotlivych ¢astech, ohiejeme-li soustavu o teplotu 77

EM’ SLI’ a M

E)) S)y a Q

Obr. 2.5

Reseni: Teplotni roztaznost médi je vétsi nez teplotni roztaznost oceli (@, =16-10 ‘K",
a,=12-10°K™"). ProdlouZeni obou &asti vak musi byt stejné. V trubce vznikne tlakové a v ty&i

tahové napéti. Deformacni podminka je



g (o)
ayTl-——Li=a,Ti+=21.
Ey Eg

Vysledné sily, kterymi trubka a ty¢ plisobi na tuhé ¢ela musi byt stejné velké, ale opa¢ného smyslu

0uSy=0,5,.

Z této podminky rovnovahy a deformacni podminky, mizeme vypocitat napéti g, a T,,.

Priklad 5.
Dvé stejné tyce jsou spojeny tuhym ¢lenem podle obr. 2.6 a kazda je cela ohfata o jinou teplotu

(T, T,).Jaké napéti vznikne v ty€ich, jestlize tuhé ¢elo se nemize nato¢it?

‘ ‘ I
E S a ‘ ‘E,S,a
T | | T-T
1‘ ‘ 2 1
P
—F S
v el N
=C=
Obr. 2.6

Reseni: Po ohfati ty¢i bude &elo v pozici rovnobézné s pivodni pozici a posune se ve sméru doli o
vzdalenost A , ktera je rovna prodlouzeni ty¢i. Na tyce pisobi osové sily F, jejichz moment F-c je
v rovnovaze s momentem sil N, které vznikaji ve vedeni. Z podminky stejné délky ty¢i po ohrati

Fl Fl

aTll'f—S—E:aTzl—S—E

vypocteme silu F

F:a(Tz—le)SE.



Priklad 6.

Vsechny pruty soustavy podle obr. 2.7 jsou ze stejného materidlu a maji stejny prifez. Jaké

bude v jednotlivych prutech napéti, ohieje-li se a) cela soustavao 7.

b) ohteje-li se pouze prut2 o T

Obr. 2.7

Soustava je symetrickd a 1x staticky neurcita, tedy

N,=N, .

Rovnice rovnovahy sty¢niku 4 je

2N,cosBp+N,=0.

Po deformaci stycnik 4 zlistane na ose symetrie a deformacni podminka ma tvar

Al,=Al,cosB.

a) prodlouzeni prutd jsou

Al—Nﬂ+aTl

2 ES ’

N. 1
Al=Al=—t a1

 EScosB cosB’

Z deformacni podminky

Nl +aTl_Nzl

= +aTl
EScos’f cos’p ES

a z rovnice rovnovahy vyjde



_aTES(1—cos’B) N :2GTES(1—COSZB)COSB

N,=

1+2cos’B ? 1+2cos’ B ’
N, N,
resp. 0'1:?, 0-2:?.

b) Soustava je stale symetrickd, prodlouzeni prutti jsou

Al-—NéL+aTl
2 ES ’

Z deformacni podminky

NI N,lcosB
EScosB  ES

+aTlcosP

a z rovnice rovnovahy vyjde

_aTEScos’B _ 2aTEScos’ B
N =" R N,=— -
1+2cos’ B 14+2cos B

Nl N2

resp. 0'1:? , 0’2:? .




3. Priblizny vypocet teplotnich napéti v nosnicich

3.1 Uvod

Predpokladejme, Ze nosnik je staticky urCity a nezatizeny vnéj$imi silami a momenty. Ma

konstantni priifez a osy y a z jsou hlavnimi centralnimi osami (obr. 3.1).

Obr. 3.1

Piedpokladejme déle, Ze piirtistek teploty 7(x,z) je libovolnou funkci soufadnic x a z. Podle
Bernoulliho hypotézy ziistavaji prifezy nosniku rovinné po deformaci, posuv u ve sméru osy x musi

byt tedy linearni funkci soutfadnice z, napt. ve tvaru

u(xrz):fo(x)+zf1(x)-

Potom deformace je

_6u_af0+ of

E"‘_ax_ ox z ox

Ptedpokladejme, ze v nosniku vznika osové napéti 0, a z Hookova zakona plati

O-x
e=—+aTl(x,z),
E

X

0.=E€,~EaT(x,z)=E|fo(x)+z /1 (x)—aT(x,z)|.
Z podminek rovnovahy mezi vnéjSimi a vnitfnimi silami plyne, Ze vysledna sila ve sméru osy x
musi byt nulova

[ o,ds=0

(5) ’

a rovnéz vysledné momenty vzhledem k osdm y a z musi byt rovny nule



Jo.yis=0 [o.zdS=0

(S) (S)

kde integrujeme pies cely prifez S.
Z t&chto podminek uréime funkce f,(x) a f(x).

Po dosazeni

[E[fyx)+zf1(x)—aT(x,2)|dS=E f,(x)S+E f1(x) [ zdS—f)Ea T(x,z)dS=0
(S)

(8) (s

Efyx)[ ydS+E fi(x)[ yzdS— [ EaT(x,z)ydS=0
(s) (S) (s) ’

Efy(x)[ zdS+E f\(x) [ 2°dS—
()

[EaT(x,z)zdS=0
(s) S) '

(

Za ptedpokladu, ze osy y a z jsou hlavni centralni osy, bude platit

| yds=]zds=0

(8) (s)
I,=[yzds=0 1,=[zds
(8) (8)

OznacCme

[EaT(x,z)ds=F,

(S)
[EaT(x,z)zdS=M,
(3) ’

potom vypocteme

1

f;(x):HMT

a napéti v nosniku je

Ux(x,Z)Z%FT—F[LMTz—O'ET(x,z) )
y

Osovy posuv u vzhledem k poc¢atku x=0 dostaneme integraci &,



1§ 1 ¢|Fr M,
)=— x=— [|-L+—Lz-a ET (x,z)|d
E;’: E;[ S 7 z (x,z) |dx

y

Stiedni posuv # ve sméru osy x nosniku bude

1 ¢ Fr
LI (Rl
Ed g™

ﬂ :

f (x,z)dS=
(S)

o

1
S

dx
o et} P—
M//\/
Z‘ A A Bl B -
| D /D C C
0
u(x,2) ut gy dx
Obr. 3.2

Natoceni d ¢ mezi dvéma soumeznymi fezy je

Ou ou _1 M,
[(ax)x; (6x);‘zg]dx_;E1},de'

a kiivost je

1_do_M, —d’w
r o dx EI d x?

Tedy diferencidlni rovnice prihybové ¢ary ma tvar




3.2 Priklady

Priklad 1.

Ty¢ obdélnikového prifezu podle obr. 3.3 je zatizena pfirGstkem teploty, ktery ma linearni

. . Y T , y " o
pribéh v zavislosti na soutadnici z: T(z ):ZZ .Ddno: T,a, E, h, b. UrCete napéti v ty¢i a

deformaci tyce.

Obr. 3.3
Reseni:
1 1
Ux(z)—EFT"‘]_MTZ_aET(Z),
y
F szaT(z)dS:fEazzdSZO
" s h ’
M,=[ EaT(z)zds=[ Eatz?ds=Eal1
s 5 N h >
1 T T
Ux(Z):I—EazlyZ—aEZzZO.

y

V ty¢i nevznikne napéti (ptiristek teploty je linearni funkci soutadnice z).

Diferencidlni rovnice prihybové cary



Prihybova ¢ara je kruZnice s polomérem »=—_

ol Ty¢ se neprodlouZzi, nebot’ sttedni posuv prifezu

je nulovy:

u(x,Z):jl[UXM-FCYT(Z)]QIEZG—TZX,

Priklad 2.

Ty¢ z ptikladu 1. je zatiZzena pfirtistkem teploty, ktery mé parabolicky pribéh (obr. 3.4) v

zavislosti na soufadnici z, ur€ete napé€ti v ty€i a jeji deformaci.

Obr. 3.4

Reseni:

I
FrzfaET(z)dS:aETh—;,

(S)



M,=[ aET(z)zdS=0
() ’

F
o (z):TT—aET(z):aET

X

=aET

Lz a2

Napéti ma parabolicky pribéh (obr. 3.5). Ty¢ se neprohne, protoze M =0 .

2 1
3 3 i)
************** o ™ EdT
Obr. 3.5
Osovy posuv v misté x
ol o
u(x,z)=[|Z+aT(z)|dx,
oL E

stiedni osovy posuv

_ 1 1 Fr 1
i(x)=—| u(x,z)dS=— | —dx=aT—=x
S<!> E<£> § 3

a celkové prodlouzeni tyce

1
Al=aT =1
3t




Priklad 3.
Ty¢ z ptikladu 1. je zatizena ptirGstkem teploty s parabolickym pribéhem podle obr. 3.6.
Urcete napéti v ty¢€i a jeji prahyb.

Reseni:
2
T z
T(z)==—|1+=] ,
(2)=7\1%3
1 1
Fr=aTEZ|S+—],
M :aTEl 2i
r 4\" h)’
Fr T 1 1({z) 1 z ?
O=——+—z—qET(z)=aTE|=+=|=|—-=(1+=
S (2) 37 2\k) 4\ T
1 1
T(2) 6 12 0
_-_—_, - — — — — - T
T
Obr. 3.6

Prithyb nosniku je dan diferencialni rovnici

d’w M,

i EI

y

a po dosazeni



2h
Prihybova cara tedy bude kruznice o poloméru 7= PrE

Priklad 4.

Ty¢ z ptikladu 1. je vetknuta na obou koncich podle obr. 3.7 a zatizena prirastkem teploty

T(z)==z.

Jaké napéti vznikne v ty¢i a jaka bude jeji deformace?

m( o \m

Obr. 3.7

Reseni: Ty¢ se neprohne, nebot’ z vetknuti se na ni budou prenaset ohybové momenty M =M

Napéti, které vznikne v tyCi ma linearni pritb¢h

M
o=-"Lz=FEaTZ.
S h

y

Priklad 5.

Ty¢ z ptikladu 1. je vetknuta na levém konci a na pravém konci prosté podepiena. Prib¢h

prirastku teploty je linearni funkci soufadnice z. UrCete napéti a deformaci tyce.
Reseni:

Stale pro pritbéh teploty plati

T(Z):TZ .

V podpofe vznikne reakce R, kterd bude branit prihybu nosniku smérem vzhiru. Moment v



obecném fezu je

M(x)=M,—Rx

.

7(z)

Obr. 3.8

diferencialni rovnice ma tvar

dzw_ M,—Rx

dx’ EI,

a feSeni
dw__ L[y ke
dx EI\" 7T 2 )

2 3

1 X X
= — M, 2R 1+,
w(x) Ely( r 7 x+C,

Velikost reakce R a konstant C; a C; uréime z okrajovych podminek pro deformaci nosniku

o
w(l)=0 0 MTg—jotCll:O,

2
w()=0 O MTl—RlE—i-Cl:O.

Odtud
L
2
C=—tm,1
1 4 T



Napéti v nosniku ziskdme superpozici napéti v nosniku vetknutém na levém konci a zatiZzeném
ohfevem (napéti nevznikd) a nosniku vetknutém na levém konci a na pravém konci zatizeném silou
R. (Maximalni napéti je ve vetknuti 7 .=

RI
W)

Priklad 6.

Nosnik na tfech podporach obdélnikového prifezu podle obr. 3.9 je zatizen piirastkem teploty

T(z)=T % . Ur&ete napéti a deformaci nosniku.

T(z)

Obr. 3.9

Reseni: Pokud je nosnik ulozen na dvou podporach A a C, napéti v ném nevznikne a vlivem

prirastku teploty se prohne do kruznice. Polomér kruznice

M,=[ EaT(z)zdS=EaTl,
(5) ’

tedy



Priihyb zpiisobeny zménou teploty vypocteme pomoci obr. 3.10

2r—wp)w,=1".

ProtoZe plati, ze W;<<2r , lze napsat

2rwp=1,

2r-w;

Obr. 3.10

Pro nosnik zatiZzeny silou rovnou reakci R uprostied je prithyb (obr. 3.11)

_ Ry(21)
Ty

Z podminky w,+w,=0 vyjde RB=3EIY(;{Z—;.

Rl
Maximalni napéti je uprostfed nosniku: 0,,.= 2;/ . Prihyb bude stejny jako u nosniku v

ptikladu 5. Reakce R; je dvojndsobkem reakce R z prikladu 5.



R,

Obr. 3.11

Priklad 7.

M¢jme kompozitni nosnik - tzv. bimetal - slozeny ze dvou ¢asti z rliznych materiald podle

obr. 3.12. Ur¢eme napéti a deformaci, ohieje-li se cely nosnik o teplotu 7. Pfedpokladejme stejny

prifez obou ¢asti, moduly pruznosti £, E» a soucinitele teplotni roztaznosti , a aQ, .

Obr. 3.12

Reseni: Po zahiati se nosnik prohne, prihybovéa ¢ara bude kruznice. Pfedpokladejme, Ze zakiiveni
spolecné plochy bude r,, dale predpokladejme, ze vlivem ohiati se spolecna plocha roztdhne v

osovém smeéru o &, .

Ve vzdalenosti z od této plochy bude osové prodlouzeni rovno (obr. 3.13)



z

Obr. 3.13

Osové prodlouzeni v jednotlivych ¢astech nosniku bude

£ =a, T+

x1 1 El s
axZ

Eo,=a,T+ ,
E,

dosadime-li do levé strany téchto rovnic za £, mame pro napéti vztahy

o,=E,

X

z
& t—-a,T

o

5

z
o,=E,le,+=——a,T
r

o

Z podminky rovnovahy sil v prufezu vyjde:

0 h
[o.as=0 Ob[ o, ,d+b | 0,d=0.
—h 0

(S)

Z podminky rovnovahy momentl vyjde

0 h
f o.zdS=0 0 bf Ux,zdz-i-bf o,zdz=0.
—h 0

(8)

Do rovnic dosadime vztahy pro napéti.



11 11
bEl(eoh—r—ozhz—alTh +bE, eoh+r—05h2—a2Th =0
bE [—e v Ll rl)re (e Lt Ll o rln2|=0
°2 r,3 2 ’2 r,3 2

1
Z téchto rovnic vyjadiime prodlouzeni €, a zaktiveni P spolecné plochy a po dosazeni do vztaha

pro napéti ziskame napéti v kazdé ¢asti bimetalu.

Prihyb bimetalu zavisi slabé na poméru

E
roztaznosti @, a Q,.Polozime-li piiblizné ?2
1
N a +a,
o 2 4
1.3 1
—==T(a,—a,)—

a napéti budou

o,=E T(a,—a,) 1, pro ze(—

W
>N

[\

1 3z
O'XQZEzT(CY2—al) —E-i'zz pro Z€<

o

E
—2 | aviak je silné ovlivnén rozdilem teplotnich
1

=1, pak dostavame

h,0),

0,h) .



4. Uziti Castiglianovy véty pro vypocet teplotnich napéti

4.1 Uvod

Podle Castiglianovy - Ménebréovy véty plati:

oUu 0,
OR

kde U" je doplitkova deformacni energie a R je zobecnénd staticky neurdita sila. V linedrni

pruznosti bez teplotniho zatizeni je U =U, aviak v piipadé teplotniho zatiZeni je doplitkova mérna

energie

A=2+a(T-T,)(0,+0,+0.),
kde

1 2 2, 2 | 2 2
A —E[ax+ o,+0.-2u(c,0,+0,0.+ azax)]Jrﬁ(rxﬁ T_+T.,

je hustota deformacni energie. V pifipad¢ jednoosé napjatosti plati

o
A=—,
2F
* 0'2
A=—+adATo=A+a AT O.
2F

4.2 Priklady

Priklad 1.

Prutova soustava tvofena tiemi pruty (obr. 2.7) je ze stejného materidlu ( £,a) a stejného
prufezu S. Urcete jaka napéti vzniknou v prutech po zahiati prutové soustavy o teplotu AT.
Soustava je opét symetrickd. Vypocet pomoci deformacni podminky je uveden v kapitole 2.4,

piiklad 6.

Doplitkova deformacni energie soustavy



2 2
. | o i
U=2|—=+aATo,|S——+|—=+aATa,|SI=
2E T ]°cosp T\ 2E E
2 2
=2 ! —+ l.
2ES os B 2ES

Podminka rovnovahy je 2N,cos B+N,=0.

*

Zvolme N, za staticky neurcitou silu, pak plati 8]1\]/ =0.
2
N ON,

. 'ON ON 2N
oU__ 2 yaar | ! 2 g AT |1=0
ON, 2ES ON,[cosp \2ES

OV s dmink ahy 2 B+1=0.
N, ur¢ime z podminky rovnovahy N, Lcos
Po dosazeni dostaneme rovnici

1 N, N,

— LA AT |[+|—=+aAT =0,
cos’B\ES ES

ze které a z podminky rovnovahy ur¢ime

_ l—coszﬁ
N=—aATES ———,
1+2cos B
2
N,=2aATES1=5 B cosp.
1+2cos B
Priklad 2.

Jaka napéti vzniknou v prutech soustavy, ohieje-li se pouze prut 1. Soustava prutil jiZ neni
symetricka a sestaveni deformacni podminky by bylo pracné. Doplitkova deformacni energie

soustavy je

2 2 2
U=l Zvaaro, st Zrgi+ Tig L _
2F cosfp 2FE 2FE cosp
: L NS N
2ES cosp 2ES 2ES cosp’

kde stale plati rovnice rovnovahy a tedy N;=N, . Zvolme N, za staticky neur¢itou veli¢inu, pak

plati:



*

ou

=0
ON, )
N 4 ?
N aAT / N NllcosBJr N, I _
ES cos f3 ES E S cosp
Odtud
aATES

" 2(1+42c0s’B)

:aATEScosB
2 1+2cos3[3

N] N2
Jl :? , 0'2:? .
Priklad 3.
Nosnik na tfech podporach podle obr. 4.1 je ohiat o pfiristek teploty. T(z)=T % (viz kap.
3.2, ptiklad 6)
AR ‘
, |
R < = |
2 2 N T IS~
X |
Wm\ |
— l | l — A T
I,
Obr. 4.1

Reseni: Ve stfedni podpofe vznikne reakce, ktera vyvola ohybovy moment

M(x)zgx_

Napéti v nosniku

Dopliikova deformacni energie



Iy I
s o M7(x) M (x) M~ (x)
U—2£ T dx+<£ Tzal(z)dy =2 [ S +2j (jaT zdS) -
y ) y 0 y
! 2 / i 2
M (x)M M (x)M
o[ ML) gy MMy (ML) M) T)dx
0 2ET, , EI, 0\ 2E1, ET,
Plati
* ]
ou 1 oM (x)
= M (x)+M dx=0
OR {E]y( (e} M| OR ’
kde
aM(x):£
OR 2
Odtud
]
f[M(x)—FMT]xdx 0
0
RP I _-3M,
23+MT2—0 0 R= 7
Priklad 4.
Priklad 5. z kapitoly 3.2 Ize feSit i pomoci Castiglianovy véty. Pro staticky neurcitou reakci R
plati
oU’
— =0
OR ’
M(x)=—Rx,
/ 2
| M (x) M(x)MT
U=SE TR |
0 y y
oM (x)
Ut 1 (M (x)+M ;) 3R L
:f dx = f(MT—Rx)(—x)dx
OR EI, El,"
Odtud



Priklad 5.

Tenka obruc je bez napéti vlozena mezi dvé tuhé opory v bodech 4 a B podle obr. 4.2. Urcete
reakce v podporach po ohfati celé obruée o teplotu 7. Dano: r,d, E,a,T. ReSeni je mozné jen

pomoci energetické metody. Pfiklad je 2 x staticky neurcity.

N
L

Obr. 4.2

Resent:
1) V tomto ptipadé pouzijeme vztah pro energii napjatosti U a deformaéni podminku. Uvolnime-li

obru¢ a zahtfejeme-li ji o teplotu 7, zméni se vzdalenosti AB o pfirustetk AAB=aT2r. V

podporach tedy musi vzniknout sily R, které by primér obruce stlacily o tuto vzdalenost.

Obr. 4.3

Deformac¢ni podminka je



oU
9Y Har
oR "

kde U je deformaéni energie. Uloha je 2x staticky neuréita.
. . : R

Z podminky rovnovahy podle obr. 4.3 vyjde N =5

M je staticky neur€ity vnitfni moment, proto plati

o _

=0
oM

Energie napjatosti je

M)
U_! 2EI, a9

kde

M(¢):M+§r(1—cos¢) .

2) Reseni pomoci doplitkové deformaéni energie U". V tomto piipadé pouZijeme 2x vétu o

minimu deformacni prace a bude platit

oU _
oM

oU”

= 0.
OR

0

Dopliikovou energii vypoc¢teme z hustoty deformacni energie

2

AN=Y9 LaTo=A+aTo.
2F

L

2 2
U=U+ [ aroar=4[ MO 44 aar
) ) 2EI,

S L

:4i&¢;)rd¢+4aTjN(¢)rd¢,

. G R oy <
Do normalného napéti musime zahrnout i vliv normélné sily N (¢ )__E cos@ v pritfezu obrude

(obr. 4.4)



ON(9)_ 1 s ON@B)_

Parcidlni derivace jsou "=
arcialni aerivace jsou OR 2COS¢ , oM

Dostaneme soustavu dvou rovnic

. b
oU" _aU ON(¢)
%2 14qT =0 >
oR or 9 { or 1970
oU _oU _
oM oM

. ., ou
Z prvni rovnice opét vyjde 8_R_2 aTr=0.



5. Kruhové desky namahané na ohyb

5.1 Uvod

Ptedpokladejme, ze prirastek teploty desky o tloustce 4 se sklada se dvou casti

T=T\("+T,(r) 22

kde prvni Cast je zavisla pouze na poloméru a druha ¢ast je nulova ve stfedni rovin¢ desky. Pokud

muzeme piedpokladat, ze nedojde ke ztraté stability desky, lze napéti a deformaci desky feSit
superpozici. Teplota Tl(r) vyvola v tenké desce napéti a deformace jako v tenkém disku. Teplota

T. 2(r) vyvola ohybova napéti a prihyb desky. Predpokladejme, ze v desce vznika piicna sila Q(r)
vlivem vnéjSich zatézujicich sil (spojitého zatizeni ¢, sily F' [N/m] rozlozené na jednotku délky

kruZznice, ¢i vnéjsich reakci).

Oznacme

: 2 h’
M, (r)=Ea | Tz(r)TszZZE aT,(r) .

Potom radidlni a te¢cny moment v desce bude

M,=A-BL-L [ M, (r)rar—12Y
r r r

f rU Q(r)dr]dr—%f O(r)rdr ,

M= A+ B+ [ M (r)r dr—M(r)=(14V) [ Q(r)dr +

1+

+ r2v f r“' Q(r)dr]dr—i_#fQ(l’)rzdr

Sklon te¢né roviny k desce v radidlnim sméru je

_ 127

o) ER

(M,—vM, +M,).
Prihyb desky dostaneme integraci 2 (r)
wz—f I (r)dr+C.

Integrac¢ni konstanty ur¢ime z okrajovych podminek. Napéti v desce vypocteme z vnitinich

momentd M, a M,



5.2 Priklady

Priklad 1.

Volné tenka mezikruhové deska podle obr. 5.1 je zatizena ptirastkem teploty, ktery je linearni

) . 2
funkci vzdalenosti od stiedni roviny T (z ):72

Déano: a, b, h, E, v, a a ptirastek teploty je 7.

Ty . Ur¢ete napéti a deformaci desky.

Obr. 5.1
Reseni:
Pti¢na sila v desce nevznika: Q(r)=0.

"

2 2
Teplotni moment MTZJ' EaT(z)zdz=Ea TO%Zkonst.

—h

2

Radiélni a te€ny moment v desce jsou

_ 11 B 11
M (r)—A—B?—PfMTrdr—A—BP—EMT’

r

1

2
r

M,(r)=A+B —Mr+i2fMTrdr:A+Bi2—%M
r r

Radialni moment na okrajich desky je roven nule, tedy M, (a)

T.

=0, M ,(b)=0.0dtud vypoiteme



konstanty

I_MT
A Baz— > M
Iy 0 A=—2L,B=0
a-pL="0r 2
p 2

g 12 dS 12
Yok=—"M, L=k =—"M,.
r " ER T dr 7 ERT
—12 —12 7’
Pruhyb w= Mrdr=——\M,—+C|,
g ) M Eh3( 2
b2
kde z okrajové podminky w(b)=0 vypoéteme C=—M ry
Prihyb desky na poloméru a pak bude w(a)= MT(bz_az).

ENW

Deska je bez napéti, pouze se prohne. Natoc¢eni desky na poloméru a bude:

Priklad 2.
Deska z piikladu 1 je vetknutd na vnéj$im i vnitinim okraji (obr. 5.2). Jakd vzniknou v desce

2
napéti? Pribéh teploty je opét T'(r,z)=T, 72 :

2
Reseni: Vzhledem k tomu, ze M,=EaT OFZkonst. nezéavisi na poloméru, deska se neprohne.

Tec¢né a radidlni momenty budou stejné a konstantni




W
0

Obr. 5.2

Priklad 3.

Deska z ptikladu 1 je vetknutd na vnitinim okraji a na vné&j$im okraji je volna (obr. 5.3). Jaka

vzniknou v desce napéti?

Reseni: Na desku bude plisobit z vetknuti na vnitfnim okraji radialni moment M . Musi byt tak
velky, aby sam o sob¢ zpusobil na poloméru a stejné natoceni, jako vznikd v disledku teplotniho

zatizeni u volné desky - tedy (podle ptikladu 1)

Obr. 5.3

Pro 9(p) a M ,.(p) pfi zatizeni momentem M plati



1 b 1
Mﬂ(p):B C, p+C2_)9
1 1
"M, (p)=C,(1+Vv)=Cy(1-v)—,
o)
kde p=7.
Okrajové podminky jsou

MM,(%):M, M (1)=0 .

Po dosazeni do okrajovych podminek dostaneme konstanty C,, C;

co M Lo M1

(1+v) 1_(3)2’ C(1-v) 1_(2)2.

Sklon te¢né roviny je

M
b
a

"9 (p)=

2

b
D

1 o+ 1 1
{ 1+v I-v p

a na vnitfnim okraji plati

moflal_b M 1 a 1 b
== —+ -
(b) D1 (b2 1+v b l—va).

a

Ze srovnani obou natoc¢eni v misté vetknuti

b M
D

1_(é

a

T

1a+1b) 12

—_— —_— _a_
2\1+v b 1-va EW

ziskame velikost M

M 2
1-v| \a 1+v g) :

1+—
1—v

a

Radiélni a te¢ny moment jsou



M, (p)=—1 2(1—%), M p)=—M (14 L
e 2]

Priklad 4.

Deska z ptikladu 1 je prosté¢ podepiend na obou okrajich (obr. 5.4). Jaké vznikne napéti v

desce?

Reseni: Kdyby byla deska podepiena pouze na vn&jsim okraji, pak po teplotnim zatiZzeni bude bez

napéti a prithyb na jejim vnitinim okraji bude podle ptikladu 1

Obr. 5.4

Je-li deska podepiena na obou okrajich, musi vnitini podpora plsobit na desku celkovou silou F

2 2
[N], ktera by sama prohnula desku na vnitinim okraji o %M T[ 1 —(2) ] .

F o1

" 2nr ” Q(p)_znb;'

Pii¢na sila v desce  O(r)

Fb 1
Pravé strana diferencidlni rovnice je — .
2D p

Vztah pro sklon te¢né roviny J(p) je

F

9(p)=-tL

1,1
= C,p+C,—+—-pln
) 1P 2p 2p Pl|.

Konstanty ur¢ime z okrajovych podminek



2 ’ 2 2 .
1—v 2

"M=2 | (1+v)-C,(1=v) L+ L (14 V) p+ -
2m| 0 2 2
M=t (1+v)+C,0-v) Ll (14 v)np+ L
2m| 0 2 2

Prihyb desky

+C,|.

Py _—Fbl. P 1ol b
w= fb:?(p)d,o 271D[C1 2+Czln,o+4,o(lnp 5

Konstantu C; uréime z podminky “w(1)=0 - prithyb na vn&j$im okraji je roven 0 a odtud

a
-1 1 1 1 1 b
——Citg=5+ ——
2718 8 4(1+v) 4(b)2

C;=

Po dosazeni C;, C,, C; do vztahu pro prithyb “y mlZeme vypogitat prihyb FW(%) na vnitinim

okraji. Z podminky “w(a)+“w(h)=0 dostaneme silu F (reakci v podpoie). Po dosazeni F do

vztahil pro momenty dostaneme napéti v desce.



6. Kotouce a dlouhé valce

6.1 Uvod

Teplotni napéti v tenkém disku pfi rovinné napjatosti, kdy nic nebrani v teplotni dilataci

tloustky a teplota je pouze funkci poloméru 7(7), jsou

O,=A4- B———fT r)rdr,

% izafT(r)rdr—EaT(r),

0-(1 = 0 b
radialni posuv je
r

[

u(r)=—

z o—vo,+EaT(r)].

K neurcitému integralu ve vztazich pro O, a O, jiz nepfi¢itame Zzadnou integra¢ni konstantu.

Konstanty 4 a B ur¢ime z okrajovych podminek pro radialni napéti @, ¢i pro radidlni posuv u.

Pti rovinné deformaci - (napf. u tenkého disku, kdy je branéno teplotni dilataci tloustky, nebo

se jedna o dlouhy valec) je 0,#0 a &,=konst. Vztahy pro napéti dostaneme ze vztahti pro O, a

E
o, tak, ze dosadime za Youngiiv modul E vyraz E Fﬁ a za teplotni roztaZznost a vyraz
:(1+V)a,pak
o,=A4A— B——— Ea T(r)rdr,
I’ V
o=A+B— +1 Ea =T (r)rdr— EazT(r)_
r —v? I-v

Axialni napéti bude

Ea

o=Ee¢—-EaTl(r)+v(o,+0,)=Ea,+2vA- P—
-V

T(r).

Pokud je axialni pomérné prodlouzeni &, nulové, pak napéti 0, vypocteme ze vztahu pro O,.



Pokud nic nebrani v osovém roztazeni dlouhého vélce, vypocteme jeho prodlouZeni &, z podminky

nulové osové sily
[o,ds=0
) .

Radialni posuv u(r|=€, (r|r bude

u(r)zé[aa—v(Ur+0a)]+raT(r),

6.2 Priklady

Priklad 1.

Tenky ocelovy kotou¢ podle obr. 6.1 je pii pocateéni teploté 7, bez napéti. Vng&jsimu okraji
kotouce je zabranéno v roztazeni. Jaké napéti vznikne v kotouci, ohteje-li se cely zvolna o teplotu

T?

Dano: a =20 mm, b=50 mm, a=1210° K", E=210° MPa, T=20 °C, v=0,3.

Obr. 6.1

Reseni: Kdyby byl kotou¢ volny, pak pfi ohiati o teplotu 7 by se kazdy jeho polomér zvétsil o
Ar,=raT, tedy polomér b by se zvétsil o Ab,=ba T. Tomuto rozsifeni brani okoli kotouce,

mezi kotouCem a okolim vznikne tlak p. Jeho velikost ur¢ime z deformacni podminky

Ab,+Ab,=0.



Obr. 6.2

Konstanta 4 je

pb2 . 1

bz_az_ p - a 2 ’
b

Napéti na vnéj$im okraji kotouce jsou (obr. 6.2)

Po,(b)=2A4+p,
"o, (b)==p.

Odpovidajici deformace je

Ab Z%(2A+p+Vp)_

p

Z deformacni podminky

%(2A+p+Vp)+baT=O

vypocteme p=44,4 MPa .

Nejméné ptiznivd napjatost je jednoosda napjatost na poloméru a. Napéti je rovno

0=|2 4|=52,9 MPa.



Priklad 2.

Tenky kotou¢ podle obr. 6.3 byl pfi teploté 7T, bez napéti. Jeho &elni plochy jsou teplotné
izolovany, ale nic nebrani v jejich volné dilataci. Tento kotouc byl zvolna zahtat tak, Ze vznikne
ustaleny tepelny stav, kdy na vnitfnim okraji kotouce je teplota 7', a na vné&j$im okraji kotouce je

teplota T, . Jaké je napéti v kotouci?

D4no: a =20 mm, b=50 mm, a=1210°K"', E=210°MPa, T,=20°C, T,=60°C, T,=30°C,
v=0,3.

Obr. 6.3

Reseni: V kotoudi vznika ustalené teplotni pole, které je osové symetrické, teplota se po tloustce
kotouce neméni. Jedna se o rovinnou napjatost - nevznikne osové napéti. Rovnice vedeni tepla ma v
tomto ptipad¢ tvar
2
T 1dT
AT, 1Al ¢  xdep=-"
d p p d ,0 r vzt

Za vztazny polomér zvolime vnéj§i polomér kotouce 7,.,=b . ReSeni této rovnice je funkci teploty

T(p)=C+Dlnp,

kde integracni konstanty C a D uréime z okrajovych podminek pro vnitini a vnéj$i polomér, tedy

a
T(z):Ta—TO,
T(1)=T,—T,.

Odtud



Diferencialni rovnice pro radialni posuv v ptipadé rovinné napjatosti:

L( u iﬂ_L):lMa(Hv).

+
Ndp* pdp p’| b dp
1
Z homogenniho feeni u,;=C, p+C2; dostavdme znamé vztahy pro napéti v rotacné

symetrickych tenkych kotoucich

UtHZA—l-BL2 ,

kde integra¢ni konstanty 4 a B ur¢ujeme z podminek na okraji kotouce.

Diferencidlni rovnici pro radialni posuv vynasobime b° a dosadime za funkci 7(p). Na pravé
1
strané dostavame: ba(1+v)D ; . Oznaéme R=bha(1+v)D . Partikularni feSeni bude v tomto

piipadé

“P:iplnp
R

a napéti z tohoto feSeni odvozena jsou

E 1(dup ~up) E 1R
= — +v I+(1+V)In
" l—vzb(dp p) 1-v? b2[ (1+v)inp],
E 1[up dup E 1R
=———|— = —=lv+(1+v)np|.
ox e U N . —EaT(p)
Sectéme homogenni feSeni a partikularni feSeni a ptidame teplotni ¢len B Dostaneme
napéti
1 E 1R EaT(p)
O.=A-B—+ 1+(1+v)In —_—,
r ,02 l_V bz[ ( ) p] l—V
o= A+BL+ £ lE[v—ir(lJrv)ln,o]—Ea—T(p).
ox b2 1—v



Integracni konstanty 4 a B ur¢ime z podminek pro volné okraje:
oo
o.(1)=0.

Po dosazeni

= SR

2
bY —E 1R
A-B(2] = LS
() 1-v?b2

1+(14+v)ln—

—E 1 R+Ea(Tb—T0)

A-B=—F 2%
1—-v?b 2 1—v

Rovnice miizeme dale upravovat a konstanty 4 a B vyjadfit obecné pro tento typ zatiZeni a

okrajovych podminek. Rozumnéjsi bude v této fazi konstanty, které maji rozmér napéti, vypocitat

numericky. Vyjde 4 = 83,56 MPa, B = 83,56 MPa. Priibéh radidlniho a tecného napéti je na obr. 6.4.

V tomto ptipad¢ rovinné napjatosti nastane deformace v axidlnim sméru. Tloustka kotouce se bude

zvétSovat vSude a nerovnomeérné v zavislosti na poloméru.

Kdybychom zabranili volné zmeéné tloustky kotouce, vzniklo by v kotou¢i osové napéti

o,(r). Predpokladejme, ze zméné tloustky je zcela zabranéno vnéjsi vazbou, pak £,=0 a jedna

se o tzv. rovinnou deformaci. Ur¢ime napéti 0,, 0,, g, v tomto ptipadé. Pro pomérné deformace

mame nyni vztahy

s,.:%[ar—v(aﬁaa)ﬁaT(r),
stzlf[at—v(ar+aa)]+aT(r),
ea:%[aa—v(aﬁ a,)]+aT(r):O.

Z posledni rovnice ziskame o, =V(0,+0,)—EaT(r).

Na pravé strané diferencialni rovnice pro radidlni posuv u je v ptipadu rovinné deformace vyraz

pAitV adT(p)zbaH—VDL:R*L.
I-v dp I-v p P
1+v

Zde obdobné zavedeme R =ba ﬁ D



napéti [MPa], teplota [*C]

Rovmna napjatost

[

[

Y A e e — LECTIE AP EL |

" " T ETEI ] ._”..w.m”_”_._u.wmp "

[ [ _ ) [
—_——_—t————— 4t ————————— = -—_ - .

[ [ _ | _

_ _ _ _ _

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

polamer [1]

Obr. 6.4



Z homogenniho feseni rovnice #y=C, p+ Cz; mame opét

1
T 2

p p

(konstanty 4°a B" maji jinou hodnotu, nez 4a B v ptedchozim fesent).

UW:Aﬁth%,

o,=4—-B

Partikularni feSeni u P> R plnp dosadime do vztahii pro radialni a te¢né napéti (tyto vztahy

plati pro rovinnou deformaci a jsou rizné od vztahti pro napéti v piedchozi casti ptikladu, kdy se

jednalo o rovinnou napjatost):

d d :
0,p,= E Ziry Ev ( up+g%:11 E (1-v+In p),
1+v dr (1+v)(1-2v)\dr r ] 2b(1+v)(1-2V)
E up Ev dup up) R E
g ,= —+ +—|=—————(1-v+Inp).
T (1+v)(1—2v)(dr r) TN 2
—EaT
K souctu jednotlivych ¢asti napeti musime jesté piipojit teplotni clen T(’O) :
-2V

*

o.=4-B

1 R E EaT(p)
—+— 1-V+Ilnp)—————
26 rv) =2y VTR T,

s o« 1 R E EaT(p)
0,=4 +B —+— V+tlnp)———.
! ox 2b(1+v)(1—2v)< np) 1-2v

Axialni napéti bude

*

* « R E
O =v|[24 +— 1+1
“ 2b(1+vﬂ1—2v)( np)

EaT(p)
1-2v

a

b =0,0 i(l)zO ur¢ime konstanty A’a B", které dosadime

Z podminek na okrajich kotouce O j(

do vztahti pro napéti, pak

A" = 148,43MPa, B =-9,796 MPa .

Pribéh napéti je na obr. 6.5.

Pozn.: Vztahy pro napéti 0, a 0, v piipadu rovinné deformace (kotouéi je branéno v dilataci

tloustky, tedy €,=0) mizeme dostat pfimo ze vztahti 0, a O, pro
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Obr. 6.5



rovinnou napjatost (volna dilatace tloustky o ,=0), jestlize do nich dosadime za Younguv

E
modul E vztah E, :ﬁ , za teplotni roztaZnost a vztah a, =( 1+v ) a a za Poissonovu

vV .- ,
konstantu v vztah V= ﬁ . (Je tfeba dosadit 1 do vyrazu pro konstantu R.)

Priklad 3.

Mé&jme dlouhy duty valec srozméry a=20mm, b=50mm, /=100 mm, a=1210°K",
E=210°MPa, v=0,3, s pocateéni teplotou 7¢ =20 °C s ustdlenym teplotnim polem 7', =60 °C,
T,=30°C (stejné parametry jako v piikladu 2). Nic nebrani v jeho délkové dilataci.

T(p)=C+DIn p.Jaka vzniknou ve valci napéti?

Obr. 6.6
Reseni: Jedna se o rovinnou deformaci, kdy v dostateéné vzdalenosti od konctl je &,=konst.#0.
Pouzijeme vztahy pro deformace pfi trojosé napjatosti a vypocteme axialni napéti

o=E¢,—EaT(p)+v(o,+0,),

&,=konst.

Ee, v
(1+v)(1-2v) "

Ve vztazich pro napéti 0, a O, tedy ptibude konstantni ¢len

Prava strana diferencidlni rovnice pro radialni posuv se nezméni, tedy



pltV o dTp)_y 1y 1 e 1
1—-v dp I-v p Jo
Vztahy pro napéti jsou
sk sk ek : Eg V
o,=A4A —B J;+1i- E (1_V+an%_Ea]Wp)+ 2 ,
p° 2b(1+v)(1-2v) 1-2v  (1+v)(1-2v)
ek sk ek : Eg V
o,=A4 +B L2+£ E (v+1np)—EaT<p)+ .
p° 2b(1+v)(1-2v) 1-2v  (1+v)(1-2v)
a axialni napéti je
o, =v a4+ R £ (1+Inp) —M+E‘sa.
2b(1+v)(1-2v) 1-2v

Konstanty 4~ a B~ uréime z okrajovych podminek

sk [
o, |—1]=0,
1)

o, (1)=0.
Odtud

k% * *k * E‘Sav
B =B, A =4 - ,
(1+v)(1-2v)

tedy 0, =0,, 0, =0, (napéti budou stejna jako v piedchozim piikladg)
a konstantu &, ur¢ime z podminky

[o,ds=0
N

ProdlouZeni valce bude Al=¢,1.
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