Krut nekruhovych prurezu.

CYRIL HOSCHL
Skriptum Pruznost a pevnost I
Liberec 1992







o3, o 0% 4

yx + = -
Ox * oy oz . ;
o6 o% ov
Y i zy bt Yy L5 ,

Oy 0z ox

o6, . (2, 2 o<y, o
0z Ox dy

=

(23.3)

. Proto
mestadi k urdeni napjatosti. Je tieba pripojit deformadni podminky. Napéti

TFi rovnice rovnovadhy obsahuji Sest neznamych funkci Gx aZ Ty,

ssou s pomdrnymi deformacemi vézéna Hookeovym zakonem:
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Mime sice dalSich Sest rovnic, ale s nimi i dalZich Zest neznamych funkci

E. aZ sz . Pro n& zname Cauchyho vztahy, které jsme odvodili v prvni

B ior [ vownice (13.1), (13.3) ] ¢
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Rovnice kompatibility
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Podle (13.4) a (13.5) to znamena, Ze také

B Ov _ Ow__
Ox L ’ ay & dz ' (14.2)

Posuvy U,V,W ve smérech souradnicovych os x,Yy,2 budou tedy funkce-

mi vZdy jen dvou promé&nnych:
u=uly,z2) , v=vixz) w=w (x,y) ‘ (14.3)

Osa X je rovnobé&ina se stifednici tyde nebo do ni spada, osy Yy Z leZi
v koncovém prifezu tyfe. Druhy konec tye je v roving x = |
Déle budeme predpokladat, Ze prufezy se mohou bortit, deplanovat (vy-—
bodit z roviny). Av3ak v prim&tu do roviny kolmé k ose x se jejich tvar ne
m&ni. Tomu odpovidd poZadavek, aby se pravoihlé elementy dy xdz ' prfi defor
maci nezkosily, tj. aby X'yz = 0. To znamené, Ze bude
av , dw

Q:y:=0 = oy —3;1—“ 0 E (14.4)
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Jediné nenulové sloZky tenzoru nap&ti jsou tedy %%, (obr. €8).
661 é)'t:y, 6c,x x KdyZ z rovnic (14.1) a (14.4) dosadime do rovnic rovnovéhy (13.3), ve
“+ = - ) - -
@X ay az w«terjch X =Y = L = 0 (objemové sily neuvaZujeme), dostaneme tyto vztahy:
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Posledni dv& z t&chto rovnic vyjadfuji nezévislost smykovych nap&ti na sou-
au av fadnici X (napjatost bude ve v3ech prifezech stejnd). Abychom vyhovE&li
DN e s———n prvni z rovnic (14.5), vyjad¥ime <,,¢,x pomoci jediné funkce napdti
Xy a Y
ay X $=29 (y,z) takto:
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Tim budou v3echny podminky rovnovéhy identicky splnény. Z&rovefi se timto
@W " au obratem zmen3i pofet nezndmych funkci.

Zx ax OZ Nyni je t¥eba vyhov&t rovnicim kompatibility. Na pravych stranéch
(13.8) budou podle (14.1) a (13.4) nuly. Na levych strandch vSak budou také
nuly, nebot podle (14.4) je XY" = 0 a zkosy Xxy’xu nezdvisi na X , tak-

° . 5 Ze jejich derivace podle x jsou nulové. Zbyva vyhovét rovnicim (13.9). Na
aﬂx aze a'le 4] ex a asz ax’;: ax;(y lev§ch stranich budou nuly. Dasadime-1li do pravych stran misto zkosi pFis-
xy x Y =l e + & i Z i :
3 = = + 3 = ayez dx A ay aZ 1uZna smykové nap&ti (modul pruZnosti ve smyku sc bude kré&tit), dostaneme
x Oy dy X c z druhé a t¥eti z rovnic (13.9)
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Do té&chto rovnic dosadime ze vztahl (14.6):
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Vyraz v hranaté zavorce nezévisi tedy ani na y , ani na z . Musi byt pr

to konstantni. To znamend, Ze rovnice kompatibility budou spln&ny, jestli
'3 °d

T T

oy 0z

= K = konst.
(14.9)

Tim jsme ziskali diferenciflni rovnici pro funkci nap&ti. Zbyva splnit ok
jové podminky a urdit vyznam konstanty K .

Prozatim se zabyvame kroucenim ty&e plného prifezu, tzn. Ze prifez t
71 jednoduSe souvislé oblast. VySetFime, jakym podminkém musi vyhovovat n

péti na okraji prufezu (obr. 69). Bo&ni povrch tyle neni zatiZen, takZe

2

OBR. 69

sdruZené smykové napdti ¥,, = 0. Silové sloZky txyds,t‘IdS se prot
skladaji ve vyslednici, kterd ma smér telny k obrysu (sila t‘nds ve smér
normaly musi byt nulova). Musi tedy byt

%, d5 cos (nyz) + <, dS cos(n,y) =0 i (14.10)

Podle obr. 69 je

cos (nyy) = cos(t,1)=—?)% )
- - 0¥
cos (nyz) = cos (t,y)= 35 . (14.11)
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Z rovnic (14.11) a (14.6) dosadime do (14.10). Bude

08 oy , 28 8z
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To znamend, Ze
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Tato podminka plati, jestliZe ® = konst. na okraji prifezu. Protofe se na-

pSti ziskévaji z funkce nap&ti podle (14.6) parci&lnimi derivacemi, nezévi-
=i feSeni na aditivni konstant®. MiZeme proto bez Gjmy na obecnosti zvolit
® = 0 na okraji (na hranici) prufezu.

Poissonova parcidlni diferencidlni rovnice (14.9) pPedstavuje spolu

s okrajovou podminkou ® = 0 na hranici defini&ni oblasti tzv. Dirichletlv

problém. Metody jeho FeSeni najdeme v udebnicich matematiky.

Je tfeba se jeSté presvédiit, Ze nalezené refeni odpovida skute&né

Zistému krutu (a nikoli nap¥. smyku). Elementdrni sily v prifezu o sloZkach

ny dS ) Txz ds se proto musi skladat ve vysledny kroutici moment hﬂk

2 nesmi davat Zadnou vyslednou silu. Musi proto platit, Ze
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Presvédéime se nejprve o platnosti prvni z rovnic (14.14). Podle (14.6) mu-

si byt
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Zvolime dS = dydz  (obr. 70). Bude
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(14.16)

(14.17)
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OBR.70

nebot body A, B jsou na okraji prufezu, kde je ® - 0. TakZe leva stran=a
(14.17) je skute&n& nulova a podminka (14.16) spln&na. Dlkaz platnosti
hé z rovnic (14.14) je obdobny.

Rovnice (14.15) poZaduje, aby
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Vypo&teme nejprve integraci per partes pri konstantnim z podle obr. 70
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(14.20)
Je totiZ éc =0, @o =0 . Prvni &len na pravé strané (14.19) tedy
dava
22 iy fiz-
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Jruny Elen dava totéZ, takZe
M = 2”§ dydz = Z[st ) (14.22)

[ategrél na pravé stran& (14.22) predstavuje objem vrchliku uzavieného plo-
ghou Q(y,l) nad danym prifezem. Kroutic{ moment je dvojnésobkem tohoto
g jemu.

Zbyva vySetfit deformace. Pro posuvy (14.3) d4vé soustava rovnic (13.4)
& 113.5) tyto podminky:
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Sovnici (14.23) zderivujeme podle zZ , rovnici (14.24) podle y a pak ob&
~ovnice odedteme; tak se podafi vylou€it prom&€nnou u . S pouzitim (14.9)
dostaneme
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Pomoci (14.25) odtud eliminujeme posuv Vv . Bude

Biw _ak
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Integraci p¥i konstantnim x vyjde

kT | e A (14.28)

Sodle (14.24) vSak nemiZe derivace Ow/Ox zaviset na X , nebot ani u ,
=ni ® na této soufadnici nezévisi. Musi proto byt fi(x) = konst. Rovnici

114.28) prepisSeme do prihodn&jSiho tvaru
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kde Yy, Je zatim nezrama integradni 'nstanta. JestliZe prifez v rovi

X = O se nepootofi ani neposune, bude w(x=0)=0 . Integraci (14

ziskame vztah

e g Y y
e ZGX(V Yo (14.30)

Rovnice (14.25) pak davé

w . __K ‘
e J.a_y-dz=—26-x (r~zs) . _ ‘ (14.31)

Nyni jiZ miZeme objasnit vyznam konstanty K . Predpoklédejme, Ze se
prafez pooto&i kolem bodu (yo,lo) o maly Ghel @=arx (& je zkrut) .
Podle obr. 71 bude :
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Srovnédnim s rovnicemi (14.31) a (14.30) dostaneme vztah

K =-26& ’ (14.34)

Chceme-1i znét_ jeSt& posuv u , tedy deplanaci prifezu, dosadime z rovnice
{14.32) do vztahu (14.23):
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Z rovnice (14.24) dostaneme obdobné
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Derivujeme-1i (14.35) podle y a (14.36) podle Z a ob& rovnice se&teme, dos-
taneme pro posuv U Laplaceovu rovnici (ve dvou proménnych y»Z )
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Funkce U=u (y,z) Jje tedy harmonick&. Znédme-1li funkci napéti &(y,z),
dostaneme posuv U integraci rovnice (14.35) nebo (14.36). Na integra&ni
konstant® pritom nezileZi, nebot znamend posuv tye jako tuhého celku, p¥i
mEmZ se napjatost neméni. )

OtevFenou zUstéva jeS5td jedna otédzka, totiZ jakd je poloha samodruzné
BSy Y =ypy 2= 1, . 'Otafeni prifezl kolem této osy miZeme nahradit oté-
Eenim kolem jiné rovnobé&Zné osy, jakkoli zvolené, a posunutim celého télesa
J2ko tuhého celku. Toto posunuti nemd vliv ani na napjatost, ani na pom&rné
geformace. To znamen&, Ze za samodruZnou pFimku miZeme zvolit kteroukoli
pFimku rovnob&Znou nebo totoZnou se strednici tyde. Je-li v8ak ndktery pri-
Fez upevnén tak, Ze se nemiZe v roviné (y,z) posunout, ztotoZni se stFed
krutu o soufadnicich Yy, , 2, se stfedem smyku, takZe samodruZnd osa uZ
peni libovolna. Vyplyva to z Bettiho véty a nap?. z obr. 72. Prochézi-li
sila F stFedem smyku, prut se GSinkem této sily oh§yba, ale nezkrucuje,
t=kZe moment M, na deformacich plsobenych silou F %&dnou préci nekona.
Proto se musi rovnat nule i préce sily F na deformacich plsobenych krouti-
cim momentem My . Tak tomu je, kdyZ se plsobi3t& sfily F p¥i &istém kru-

f2 neposune - je to tedy st¥ed krutu. Na smdru sily F pFitom nezaleZi.



