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Statistické metody vyhodnocovani dat

Jak velke rozptyly Ize ocekavat mezi dosazenymi pevnostmi nebo
zivotnostmi Casti konstrukce?

Jaka je pravdepodobnost vzniku statické poruchy pri zatizeni soucCasti na
danou uroven napéti?

Jaka je pravdépodobnost vzniku poruchy v dusledku Unavy materialu po
absolvovani zvoleného poctu kmitl (nebo hodin provozu) a pro dané
zatizeni soucCasti?

Jakou miru rizika maji pripadna tvrzeni, ze po absolvovani urcitého poctu
kmitu je pravdépodobnost poruseni konstrukce stale dostate¢né mala?

Jak |ze ziskat tzv. bezpeCné unavove krivky, kterym lze priradit konkrétni
hodnotu pravdépodobnosti poruseni?

Jak souvisi volba velikosti soucCinitele bezpecnosti s rizikem mozného
vzniku poruchy?

Jak se statisticky vyznamné od sebe odliSuji dva soubory dat (napf.
vysledku zkousek), pfipadné lze je povaZovat za jeden stejny soubor?

Které parametry jednoznacné popisuji stochasticky zatéZzovaci proces?
Jakym zpusobem lIze simulovat stochastické zatizeni pfi zkouskach?



Chyby méreni (Unavového experimentu):
* hrubé (je to chyba méreni nebo vada materialu ?7?)
« systematické (je spravna kalibrace stroje?)

« nahodné (zvolit vhodny model statist. rozdéleni)



Zakladni pojmy a vztahy

nahodna velicina: veliina, ktera miaze nabyvat rizné hodnoty, jez se ale fidi
urcitymi zakonitostmi

histogram cetnosti: diagram zobrazujici Cetnost vyskytu nahodné veliCiny v
urcCitém malém intervalu jejich hodnot

model statistického rozdéleni: 120
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Zakladni pojmy a vztahy

nahodna velicina: veliina, ktera muze nabyvat rizné hodnoty, jez se ale fidi
urcitymi zakonitostmi

distribucni funkce F(x):  kazdému realnému Cislu X, prirazuje pravdepodobnost
P, Ze nahodna veli¢ina x bude mit hodnotu menSi €i

rovnu nez toto realne Cislo x,
1

F(x):P(XSXO) 0:8
¥ -
F(-©)=0 = 0:5 //
F(—l—OO) — 1 0.4 /
. /
P(xq < X< Xp)=F(xp)=F(Xy) ¢
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Zakladni pojmy a vztahy

hustota pravdépodobnosti:
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Centralni momenty

kazdé rozdéleni nahodné veliCiny Ize charakterizovat nékolika Cisly, tzv.
charakteristikami, nejuzivané&jSimi charakteristikami jsou centralni momenty (k-tého
radu):

400

)= [ () ax k=1 )= [l (¥ () ax k>

—00 —00

stredni hodnota: centr. moment prvniho radu

)= pa(x)= [xt(x) )= /5*()

smerodatna odchylka

rozptyl: centr. moment druhého radu
+00
20N 2(L\_ B 2
S2(x)= ()= [l PrGOax | sEx;,wO%
e u(x
Sikmost: centr. moment tretiho radu variaéni soudinitel

Spicatost: centr. moment Ctvrtého radu




Druhy rozdeleni

Normalni (Gaussovo)
Logaritmicko-normalni (log-normaini)
Studentovo

,Chi“-kvadrat

Weibullovo



Gaussovo normalni rozdeleni nahodneé

veliciny

je to model rozdéleni

Casté pouziti v technicke praxi

nahodny proces je tvofen souétem ruznych nezavislych vlivl
velky pocet vlivu

kazdy vliv ma pouze maly prispévek
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Gaussovo normalni rozdeleni nahodneé

veliciny
normovana nahodna veliCina: u normalniho rozdéleni le3i
y=~X"H v oblasti:
S +1S 68,2 %,
) S +28S 95,5 %,
normovany ftvar distribucni funkce: +3S 997 %
i vysledku
|
Dlu )= — [e 2 du
(w)=Plusir) = e
kvantil: 77\
u. = Syp Y /0.25 \
— S s 02
:,u+S-uP m 0.15[@
MS Excel: L s p f > N
_ . P EDE 15.9% 0-05 15.9%
NORM.S.DIST(AL;AL) [T I T ™

=NORM.S.INV(A1) P — up P e e e,



Kvantil P 1-p Evantiy P

1-P
2y Up

©,000 0,560 0,560 -2,054 0,020 0,98
-0,t 0,4602 0,539 =2,1 0,0179 0,9821
~0,126 0,450 0,55 -2,170 04,0150 0,985
-0,2 G,4207 C,53153 =2,2 0,0139 00,9861
-G ,253 2,400 0,60 =2,3 ©,0107 0,5893
-0,3 0,3821 0,6179 .=2,326  0,0100 0,99
0,385 6,350 0,65 ~2,4 0,0082 0,9918
-0,4 0,446 0,6554 -2,409 ¢,0080 0,992
-0,5 0,3065  0,6915 «2,5 0,062 0,993
~0,524 ©,300 0, -2,576 0,0050 0,995
0,6 0,2743 00,7257 ~2,8 0,0047 0,5953
-0, 674 0,250 0,7 -2,652 0,0040° 0,996
~0,7 0,242 0,7580 -2,7 0,0035 ©,9965
-0,8 0,2119 0,7881 -2,748 0,00% 0,997
3,842 0,200 0,80 -2,8 ¢,0026 D,99T4
-0,% 0, 1841 0,8159 -2,B78 ©,0020 0,998
-1,0 0,587 0,6413 -2,9 0,0019 0,9981
-1,036 G.150 0,85 =3, 0,0014 ¢,9936
-1 &,1357 0,864% ~3,020 0,0010 0,8990
w1, 39,1951 ©,804g -5,291  ©,00050 0,9995
~1,282 9,100 0,50 =3,5 0,00¢20 00,9998
-1,3 0,0568 0,%032 -3,714 ©,00010 0,5998
1,4 0,CE08 0,9182 -%,891 0,00005 " €,99995
1,5 0,0668 ©,9332 -4,265 ©,00001 0,99999
-1,6 0,0548 ©,9452 ~4,417 0,00CGC5 0,999455
-1,645 0,0500 0,95 -4,753 ©,0000G1 0,9%9999
-1,7 0,0446 0,9554 ~4,8%2 0,0000005 0,9999995
-1,751 ~ 0,0400 0,26 . ~55159 0,0000001 0,9922999
-1,8 0,0359 0,9541 -5,327 0,000Ce005 0,99999995
-1,881 0,630 0,97 ©5,612 0,00000001 0,9900000%
-2,0 0,0208 ©,9772 ~5,731 0,000000005  ©,99$999995

-5,9%8 0,000000001  0,995000999

fuw)

1-P

7 bez poruden’ -

¥ 4.1 Kvantily U normdiniho rezloZeni normovoné ndhodns



Pravdepodobnostni papir

inverzni funkce

Ur(r) = (X\;ﬂ} = o~'[F(x)

tento kvantil je linearni
funkci nahodné proménné,
distribucni funkce je tak
zobrazena jako pfimka a
nikoli jako kfivka

Cumulative Distribution Function
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—— p=0, o'=0.2
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—— p=0, o'=5.0
— p=2, a'=0.5

p =mean
o =standard deviation
o =variance

Cumulative Distribution Function
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Pravdepodobnostni papir

Definujme poradovou
pravdépodobnost

P’:(Lj
n+1

Zobrazime experimentalni
body do P- papiru
Aproximujeme modelem
rozdéleni (linearizace)
UrCime parametry modelu

84.1
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x=log N
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Pravdepodobnostni papir

Definujme poradovou
pravdépodobnost

P’:(Lj
n+1

Zobrazime experimentalni
body do P- papiru
Aproximujeme modelem
rozdéleni (linearizace)
UrCime parametry modelu

84.1

50.0

15.9

0.1

46 48 50 52 54 56 58 6,0
x=log N
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Logaritmicko-normalni rozdeleni nahodné

veliciny

« je to model rozdéleni, snaha vyuzit vyhodné vlastnosti normalniho
rozdéléni pro veli€iny které sice rozdéleni normalni nemaji, ale
vhodnou transformaci je na normalni Ize prevést)

« Casté pouziti v technické praxi (rozdéleni doby do opotfebeni vyrobku,
prostoju pfi opravach apod., plocha Fi¢nich ryzovistovych loZisek,
propustnost sedimentarnich hornin)

* nahodny proces je tvofen soucinem ruznych nezavislych vlivu
« velky pocet vlivll, kazdy vliv ma maly pfispévek

(logx—uf L y ) )

f(x): M e_ 25?2 jiny pravdepodobnostni papir
SXx/E

_ logx —

R urt =0 F ] 9

F(x)= J. —e 25 dx nebo GaussUv (normalni) pro
S\/E 0 X

M- 1 x=log N
log10




Studentovo rozdeéeleni

n+1 _n+1
(x) = :éﬁ; [1 n ’:j ? I(m) = ofe—c c™ " dc

,Chi‘“-kvadrat rozdeleni

0.x<0
f(X):<

. 1 x%_1 e_%...x>0
iy
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Zakladni soubor vs. nahodny vyber

nahodny vybeér
zakladni soubor

(skupina n hodnot ze

(mnozina hodnot zakladniho souboru)

nahodné veliCiny s
danym rozdélenim)

jiny nahodny vybér
(skupina n hodnot ze
zakladniho souboru)




Statistické zkoumani

Popisna statistika — je znam cely statisticky soubor a pomoci statistickych metod

jsou charakterizovany skutecnosti, které jiz nastaly. Statisticky soubor je konecny a
jedinecCny.

Statisticka indukce — pracuje se souborem udaju, které tvofi zpravidla jen malou
&ast zakladniho souboru, jehoZ hodnoty &ekaji na svoji realizaci. Ukolem tedy je
vyjadrit skuteCnost, ktera teprve nastane, nebo skuteCnost, ktera jiz nastala, ale
ktera miuze byt pozorovana pouze Castec¢né. Zakladnim pfedpokladem induktivnich

pristupu je, Ze Cast zakladniho souboru, se kterou se pracuje, je reprezentativnim
vzorkem — nahodnym vybérem.



Statisticky odhad

Bodovy odhad — odhad charakteristiky rozdéleni nahodné veliCiny (neznamého
Cisla) vybérovou charakteristikou (znamym vypoltenym Cislem). Vybérova
charakteristika, ktera predstavuje bodovy odhad je nahodnou veliCinou, a proto se
jeji hodnoty pri opakovaném odhadovani liSi od odhadované charakteristiky a vyrok
o presnosti odhadu je nejisty. Bodové odhady musi mit urcCité vlastnosti, podle
nichz Ize posoudit vhodnost pouziti dané veliCiny k odhadu charakteristiky. Protoze
k odhadu lze pouZzit zpravidla rizné vybérové charakteristiky, je tfeba stanovit
kriteria pro jejich volbu.

Intervalovy odhad — odhad charakteristiky rozdéleni nahodné veliCiny, pfi némz
kromé Cisla, kterym se charakteristika odhaduje, udava jeSté presnost a
spolehlivost této presnosti. Jinymi slovy, urCuje se interval (konfidencni interval),
ktery s predem zvolenou pravdépodobnosti (konfidenCni koeficient, hladina
spolehlivosti) zahrnuje hodnotu neznamé charakteristiky rozdéleni nahodné
veliCiny.



Pr.: Unavova zkouska

Pri statistickem zjistovani Wohlerovy krivky se zkousi na kazdée zvolené hladine
napéti dany pocet vzorkl, vyhodnocenim podle navrzeného modelu rozdéleni —
Gaussovo normalni rozdéleni pro log(N) — lze ziskat Wohlerovu kfivku pro danou
pravdépodobnost P poruseni.

U: Zpracovat statisticky vysledky zkousky na hladiné o; =65 MPa.

mﬁd\\- D: zkouSeno n=14 vzorkl do poruchy

Vzorek 1 2 3 4 5 6 7

h TN - Nx103 [-] 219,2 | 203,0 | 1244 | 213,4 | 283,8 | 221,0 | 274,0
Vzorek 8 9 10 11 12 13 14

Nx103 [-] 391,2 | 168,7 | 213,4 | 254,0 | 346,6 | 187,2 | 215,7

Data z prikladu jsou viastné nahodnym vybérem 14 vzorkt z
daleko Sirsiho zakladniho souboru vSech moznosti!



Relativni cetnost a rel. kumulativni cetnost

; X;=N; x10% | x;=log(N) P
[-] [] [%]
1 124,4 5,095 6,67 041 T
0.35 4 — |
2 168,7 5,227 13,33 03] |
3 187,2 5,272 20,00 5 7 -
— 0.2 4 —
4 203,0 5,307 26,67 £ 015 B
5 213,4 5,329 33,33 o1
6 2134 5,329 40,00 Y M . i I S 5 I S
7 215,7 5,334 46,67
1 5 R
8 219,2 5,341 53,33 ~ 09 i =
§ 0.8 - — 0 |
9 221,0 5,344 60,00 g os P(xi) 100 % |
$ 074 n+1 _
10 254,0 5,405 66,67 2 2-6 1
= 5
11 2740 5,438 73,33 5 04
= 0.3
12 283,8 5,453 80,00 £ 02
2 0.1
13 346,6 5,540 86,67 o e e
14 391,2 5,592 93,33 '

N; [kC] = X; nahodna proménna, log(N,) = x; transformovana nahodna proménna,
P(x;) pofadova pravdépodobnost (udava pomeérnou cast vybéru majici hodnoty mensi nez dana hodnota x;).



Bod Ovy odhad (odhad = znageni stfiskou)

Nazev Vzorec Hodnota
Vybérovy aritmeticky pramér — n 5,358
x =log(N) = 1Zx,-
n =1
Vybérovy geometricky prameér N 5,356
)_(geom = (HX,'JH
i=1
Median m=xy, k=" pronliche; 5,338
m:M, kzﬁpronsudé
2 2
Modus NejCastéjSi hodnota 5,329
Vybérovy rozptyl . 0,0157
Ap 1 -
S = (xl. —x)z
n—135
Vybérova smérodatna odchylka S—K /éz K(n 1= 13) —1019 0,128
Vybérovy variacni soucinitel .S 0,024
V =—
X




Correction factor K(n)

1,9
1,8
1,7
1,6
1,5
1,4
1,3
1,2
1,1

e

0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Number of specimens




Intervalovy odhad stredni hodnoty

Hladina spolehlivosti a. pravdépodobnost s jakou je oCekavano, ze urCovany

parametr rozdéleni se bude vyskytovat ve vypocCteném intervalu (v technice 95 %,
(90 % )i 97,5 %)
pro priklad

Riziko: /~1-«a

Intervalovy odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni je zalozen na skuteCnosti,
Zze nahodna promeénna t podléha Studentovu rozdéleni s (n-1) stupni volnosti, .
n°,=13 ve vyrazu pro St. rozdéleni a intervalovy odhad.

t g2
S

vybérovy odhad stfedni hodnoty = skutecCna stredni hodnota



Intervalovy odhad stredni hodnoty

MS EXCEL:

=TINV/(0.1;13)

Uzijeme Studentovo rozdéleni

stupAd ol =c,90 o =0,95 ™ = 0,58 K
volr:;-!:su P =0,95 P=0,975 P 20,99
X — M 1 6,314 12,706 31,821 1,253
¥
P -1, <——A/n < +, |=a 2 2,520 4,303 6,965 1,128
S 3 2,353 1,182 4,541 1,085
4 2,132 2,776 3,747 1,064
5 2,015 2,571 3,365 1,051
[ 1,943 2,447 3,143 1,042
n n T 1,£95 2,369 2,998 1,036
S S a 1,860 2,308 2,556 1,032
Y < < 3 9 1,633 2,262 2,021 1,028
X ta — = H>X + ta /n 10 1,612 2,228 2,764 1,025
n 11 1,796 2,200 2,71e 1,023
- 12 1,782 2,179 2,681 1,021
X = 5,358 13 /1{;71 2,160 2,650 1,018
R 14 761 2,145 2,624 1,018
_ 2,131 2 2 -
S = 0,128 1,753 ,13 L 602 1,017
16 1,746 2,120 2,523 1,008
1) — o 17 1,740 2,110 2,567 1,015
(n 1) 13 16 1,734 2,1 2,552 1,014
1g 1,724 2,093 2,539 1,012
[, = 1,77 20 1,725 2,086 2,528 1,012
21 1,721 2,080 2,518 1,012
5,297 < ILI < 5,418 22 1,717 2,074 2,508 1,011
_— 23 1,714 2,069 2,500 1,01}
1,711 2,064 2,442 1,000
< < ) 1 * ' ' b)
198190 < N <261944 - e e
tab.T _ tab.11
fiL) LRy

| Ih
r1 =il |L
t 0 ot ot



Intervalovy odhad rozptylu

Uzijeme ,Chi“-kvadrat rozdéleni

§2
7% =(n- 1)82
MS EXCEL: =CHIINV(0.05;13)

) n— 1 2 ) n— 1
$? — P MS EXCEL: =CHIINV(0.95;13)
X (n_l),(l_ 5/ ) X (n_l),( 5/ j
o2 P 0,010 0,025 0,050 8,950 0,975 0,990
$?=0,0157 [ .
& 0,297 0,454 0,71l 9,49 11,1 13,3
n—1=13 5 0,554 0,831 1,145 11,07 12,83 15,09
[ 0,872 1,24 1,64 12,59 14,45 16,61
2 O 05 7 1,24 1,69 2,17 14,07 16,01 18,48
y4 (14_1) 1- = 23’36 - e 1,65 2,18 2,73 15,51 17,54 20,10
’ 2 2,00 2,70 3,33 15,92 19,02 21,67
I1 10 3 3,25 1,94 15,31 20,48 23,21
2 1 3,05 3, 4,58 19,68 21,92 24,73
X (14—1),(0’0%) = 5,89 “ e 4,40 - 21,0 23,34 26,22
' 13 4,11 5,01 5,89 / 22,36 24,74 27,69
) 14 4,66 5,63 6,57 23,69 26,12 29,14
0,0091 < S < 090347 15 5,23 6,26 7,26 24,59 27,47 30,58
16 5,81 6,51 7,96 26,30 28,85 32,00
e 7,02 8,23 9,39 26,87 31,53 34,81
6)9095 <8< O’l SD 20 8,26 5,59 10,85 3::41 34,17 37,57
23 10,20 11,69 13,09 35,17 38,08 41,54

Ne'ze p‘fepoél'tat na Cykly 25 11,52 13,12 14,61 37,65 40,65 44,31



Dolni interval spolehlivosti

z prikladu je mozné urCit: xp = X +upS

nutné rozSifit o informaci, jak je spolehlivy:




Urceni bezpecného unavového zivota

_ 1<
Xpog = lOg N = ;ZlogNi
i=1

Slig :%Zn:(logNi —logN)2 =

i=l1

Slog :K@:

logN, = 10gN+uP§lOg =

log N, 4 =logN+kP’ﬁ(uP,uﬂ)Slog =



Pravdépodobnostni papir prikladu
3

99.9
P
;
2
[ |
84.1 - 1
[ |
[ |
[ |
[ |
50.0 -
. 0
[ |
P, e Bttt
15.9 m| 1
i )
1
8 :
1
1
! 2
1
1 :
1
0.1 log|N; |}
J 3

46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 6,0
x=log N



NiAdVUCpPuUuUuuNiivotllil papil pdiiniauu

99.9 3
f Up
[%] [1]

2
[ |
84.1 o 1
[ |
[ |
[ |
[ |
50.0 » 0
[ |
[ |
[ |
15.9 m 1
_ ]
[ ] S S
>«
2
1 12,326
X
0.1 50.50
-3

46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 6,0
x=log N



NiAdVUCpPuUuUuuNiivotllil papil pdiiniauu

99.9

el 1]

84.1 }/ 1
50.0 i/ 0

[ |
[ |
15.9 m 1
_ ]
S S
>«
2
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X
0.1 50.50
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46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 6,0
x=log N



Pravdépodobnostni papir prikladu
3

99.9
i %
; 2
,/
84 .1 1

50.0 !/ 0
[ |
[ |
15.9 u

|
S R S
2
’ / -2,326
X150
X15 X
0.1 50.50
3

46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 6,0
x=log N



Pravdépodobnostni papir prikladu
3

99.9
P
[%] [”ﬁ
, 2
-/
84.1 1
50.0 X50.1 0
15.9
. 1
S R S
2
] ‘/ -2.326
X450
X415 X
0.1 50.50
3

46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 6,0
x=log N



Pravdépodobnostni papir prikladu
3

99.9
P
[%] 1]
, 2
-/
84.1 1
50.0 X50.1 0
15.9
= -1
S R S
)
1 | / -2.326
X X15 X50.50
o1 1,10
3

46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 6,0
x=log N



Pravdépodobnostni papir prikladu
3

999
P
0 Up
[%] ]
2
84 .1 1
50.0 0
15.9 Vs 1
U4 |
V4
U4
A s| | s
, -
V4
I, 2
y i
1 P / -2,326
"
0.1 S X110 X5 X50.50
-3

46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 6,0
x=log N



Urceni bezpecného unavového zivota

N

log Np 4 :logN+kP,ﬁ(uP,uﬂ)S

log

P [%] Up Up=10% K X Np,p
50 0.000 -1.282 -0.35 5.312 205 288
20 -0.842 -1.282 1.32 5.189 154 517
5 -1.645 -1.282 2.32 5.061 114 973
1 -2.326 -1.282 -3.20 4.948 88 733

0.01 -3.719 -1.282 -5.03 4.714 51 785

/

Existuje 10% riziko, Ze po nacyklovani 51 785 cykll se porusi
1z 10 000 zkuSebnich vzorkd zakladniho souboru.




Odvozeni prepoctu na bezpecny unavovy
zivot

S%(x)= ()= [[x- ux)Pr(x)x

hust
B o dobnosti 1 (6)

g _-_.- Eﬂ_ ..._F
E"E’ 5 7 logNg=iag ek, logNg,~ log N



Pravdepodobnostni napln soué. bezpecnosti

Dano:
c0,=280 MPa
c-=420 MPa

v,=12%
S.=38 MPa
ve =S 238 _g 00
o, 420
Bezpelnost
k. = Oc _ 420 15
o, 280

Hustoty
» pravdépodobnosti

Sa / P/p\ Se

y N

»

v v

P

BezpecCna un. Posun Stre’dnl MZ  in. pevnost
pevnost odpovidajici unavy
bezpecnosti k.
VYpOéet kvantilu Pravdépodobnost
poruchy P,
o,— 0, 1-k,
uP = > > = > > > MS EXCEL.:
[ . =NORMSDIST()
Sc TS, \/Vc ke +v, =NORMSINV()
1-1,5 138 :> P, =0,00036
uP = — = 5
0,09 1,5% 40,06 =0,036%



Predikce safe life

Bezpeény unavovy zivot — pravdépodobnost poruseni P<< 0  (Napf. 0,01%..... 0,0001 %)
Hustoty pravdepodobnosti

S log n P S logN
L \ Zivot
Bezpecny Zivot Posunna - gifedni Zivot
L bezpecCnost k;
B L
Smérodatna odchylka Unavové kFivky S log N
Smérodatna odchylka Cetnosti kmita provozu S logn
Celkovy soucinitel bezpec€nosti pro unavovy zivot K,
Soug. bezpecnosti pro tnavovou kfivku Ky (3.0...6.0)
Soucinitel bezpecnosti pro ¢etnost kmitd provozu K, (1.0 ...2.0)
. L - L, L.,
Bezpeény Unavovy zivot [, = 2% — 0%

° kL kN ) kn



Predikce safe life
Pravdépodobnost poruchy Hustoty

. pravdépodobnosti
S log n P S log N
L L A iiV(;
Bezpecny Zivot Posunna  gttedni Zivot
L bezpecCnost k;
B L
Predpoklad: log-normalni rozdéleni zivotnosti N
Vypocet kvantilu a pravdépodobnosti poruchy pro danou bezpecnost kL BRETELTTTRE
X lo gLB logl
u, = logL,—logLs, Ly, k, :> P, [%]

2 2 2 2 2
\/SlogN +Slogn \/SlogN +Slogn \/SlogN +Slogn



