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‘—Ustalena odezva LS na polyharmonické buzeni
Polyharmonické funkce

Polyharmonickou funkci (trigonometrickym polynomem) budeme rozumét
funkci, ktera je sou¢tem nejvyse spocetného mnozstvi harmonickych
funkci:

f(t) = ficos(wit + 1) + facos(wat + o) + -+ - + fr cos(wnt + ¢n).

Zkracené: .
f@t) = Z ficos(wit + ;).
i=1

Uhlové rychlosti w; a faze ¢; jednotlivych komponent mohou byt
libovolné.
Poznamka:

» Pokud jsou viechny vzajemné poméry “* racionalni, je f(t)
J
periodicka.

> Pokud vyse uvedené neplati, neni f(t) periodicka. (Kvaziperiodicka

fce)
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‘—Ustalena odezva LS na polyharmonické buzeni
Polyharmonické funkce

Polyharmonickou funkci f(t) Ize vyjadfit kromé fazového tvaru i ve tvaru
goniometrickém

ft) = i: ficos(wit + ;) = z": a; cos(w;t) + b; sin(w;t),

i=1 i=1
pfipadné v tvaru komplexnim pomoci ryze imaginarnich exponencial
(rotujicich fazorti):

n

n

x E éelvit = Z E (ciej“’lt +cie 3““5) .
— 2
i

i=1

ft)

Imaginarni jednotku znacime j = v/—1, symbol ¢* znaéi komplexné
sdruzené Cislo k Cislu ¢é.
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Ustalena odezva LS

Uvazujme linearni systém s jednim stupném volnosti s vychylkou z(t),
ktery je buzen polyharmonickou silou. Pohybova rovnice tohoto systému
je

ma(t) + bx(t) + kx(t) = z": ficos(wit + ;).

Protoze je uvedeny systém linearni a plati tedy princip superpozice,
hledame partikularni feseni opét jako polyharmonickou funkci

x(t) = Z x; cos(w;t + ;).

i=1
Hledame ustalenou odezvu x(t) jako soucet odezev na dil¢i harmonické
Cleny obsazené ve funkci f(t)
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Ustalena odezva LS

Ustalenou odezvu LS na harmonické buzeni uz najit umime. S vyhodou
vyuzijeme komplexni tvar harmonické funkce a hledejme partikularni
feSeni jako soucet jiz znamych odezev na diléi harmonické funkce:

n
B(t) =) del,
i=1
kde jsou jednotlivé komplexni amplitudy &; urceny

¢
—mw? + jwb+ k’

&y = G(jwi)é; =
takze

éiejwit

t(t) = .
&) ;—mw?—i—jwib—&—k
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‘—Ustalena odezva LS na polyharmonické buzeni
Priklad 1

Linearni jednohmotovy systém s parametry m = 5kg, k = 5000 Nm™!,
b=20Nsm~! je buzen polyharmonickou silou f(t) se tfemi
harmonickymi slozkami:

F(t) = 100 cos(20¢) + 50 cos(35¢ + 7) + 80 cos(50¢ + g). [N]

TN g

100

f1:1007 f2:50a f3:80 [N]
wy = 20, we = 35, wg = 50. [rad sfl]

01 =0,02 =7, p3= . [rad]

il
3
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Priklad 1

Pripomenuti:
A (cos(wt + @) + jsin(wt 4 @) = Ae? @Y = AedPelt = eIt

Nasi komplexni budici silu zapiseme jako

f(t) — flejsalejwlt + f2ej<pzejwt + f3ej“’3ej‘“3t.

f(t) = é1e7t 4 Gpel“2t 4 ezed@st
Po dosazeni

é1 = fre/? = fi =100,
o = fae?¥? =50e/" = —50,

¢ = f3e7% =80e/3 =40(1 +V/3j).
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Priklad 1

Komplexni vychylka Z(t) je sou¢tem odezev na jednotlivé harmonické

funkce
n .
2(t) = Gljws) &€’
i=1
n ~ Sy
. ¢ieleit
z(t) = . 9
®) ; —mw? + jw;b+ k
A(t) élejunt éerth é3ejw3t
x =

—mw? + juib+ k * —mw3 + jwab + k * —mw3 + jwsb+ k’

B(t) = 2167 + BoeT 2" 4 B3/t
Dale bychom pokracovali dosazenim parametrdi, usmérnénim zlomki a
prevedenim zpét do goniometrického ¢i fazového tvaru. Tuto praci je
oviem v praktickych pfipadech Iépe pfenechat stroji. Realna ¢ast &(t) je
hledané feseni x(t).
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Priklad 1

Priblizny vysledek je

x(t) = 0.033 cos(20t—0.13)4-0.038 cos(35¢t+0.56)+0.011 cos (50t —1.96).

(0 [m]
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Fourierovy rady

Pokud na systém piisobi obecna periodicka sila f(t) s periodou T, plati
f(t) :f(t+T) :f(t+kT)a k:071a71727727 y Ty =M.

Predpokladejme nejprve, ze tuto funkci lze nahradit sou¢tem nekonecné
fady harmonickych funkci a vyberme si jejich komplexni exponencialni
tvar.

f(t) = i épedkent,

k=—o00

wi je zakladni Ghlova frekvence uréend wy = 25. Hleddme tedy
kombinaci harmonickych funkci s periodami % (A tim periodické i s
periodou T'). Podari-li se nam najit koeficienty ¢ tak, aby vyse uvedena
rovnice platila, budeme moci zachazet s obecnou periodickou funkci jako

s funkci polyharmonickou.
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Fourierovy rady

Potfebné koeficienty Ize nalézt nasledujicim postupem. Vynasobme
rovnici jednou harmonickou funkci (s periodou % ) a integrujme pres
celou periodu

T T e}
/ f)elm™tdt = / ( > ékejk“‘tejm“1t> dt.
0 0

k=—o00

Snadnou Gpravou (integral sou¢tu = soucet integralti)

T o0 T
/ f(t)ejnuultdt — Z e / ej(k+7n)w1tdf.
0 v Jo

Nyni se podivejme na dva mozné pripady:

T T
k=-m: / e (krmenty — / 1dt =T,
0 0

T

T oI (ktm)wit
k#—m: / el (ktm)ent 4y — { } =0
0 J(k + m)"Jl 0
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Ustalena odezva LS na obecné periodické buzeni
F

ourierovy rady

Z piivodniho nekone¢ného souctu nam tak zbyde pouze jedinny ¢len
T ‘ e T
/ f(t)emeltdt — Z ék/ oI krmentqy — o
0 e 0

A to je rovnice pro hledany (—m-ty) koeficient Fourierovy fady. m jsme si
ovsem volili libovolné, takze pomoci vyse uvedené rovnice mizeme
spocist koeficienty viechny:

1 [r ,
& = /0 f(t)e dkentde,

Z matematického hlediska by bylo potfeba vyjasnit, pro jaké tridy funkci
je uvedeny postup korektni a proveditelny. Nebude se timto do hloubky
zabyvat, jen si fekneme, Ze pro viechny realné praktické pfipady funkce
f(t) uvedenou Fadu lze takto setrojit. Dokonce ma tato fada pfijemnou
vlastnost v tom, ze vétsinou staci nékolik malo jejich ¢lend k vérné
aproximaci f(t).
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Fourierovy rady

Pozn: Fourierova rada je velmi obecny nastroj, ktery nemusi byt omezen
na soucet harmonickych funkci. Pro nase acely si oviem s harmonickymi
funkcemi zcela vystacime.

Trigonometrickou Fourierovu fadu je mozné vyjadrit i v goniometrickém
tvaru

a > e )
f(t) = 50 + ; ay cos(kwit) + ,; by, sin(kw. t)

s koeficienty

T
ay = %/0 f(¢) cos(kwyt)dt

T
b = % /0 F(t) sin(keort)dt
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Fourierovy rady

Nebo ve tvaru fazovém

c oo
f@) = 50 + I; ¢k cos(kwit + @),

b
cp = y/az + b2, o = arctg—.
ar,

S parametry
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Priklad 2 - Odezva LS na pilovity priibéh sily

Pouzijme linearni jednohmotovy systém z predchoziho prikladu s
parametry m = 5kg, k = 5000Nm~!, b = 20 Nsm~!.

Na tento systém piisobi periodickd proménna sila pilovitého pritbéhu s
periodou T a amplitudou F definovana v jedné periodé jako
ft)=F- (&) prote(0,T).

Pro FF = 1N a T = 1s je priibéh funkce f(t):

05
058

08
Y] 03
04

02
01
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Priklad 2 - Odezva LS na pilovity priibéh sily

Spoctéme si koeficienty Fourierovy fady podle predpisu

1 (7 , 1 (T Ft . onke
G = = t —J’Wltdt:—/ —e T dt
Ck T/O f(t)e T), TC

integral na pravé strané Ize vypocist analyticky

) __jF
Co =5 Ck = o, PrO k#0
Funkci f(¢) tedy nahradime
f&)y= Y éelhrt.
k=—oc0

— 00

j27rkt j2mht
+ Z DL =L
k=1

N\'ﬁj
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Priklad 2 - Odezva LS na pilovity priibéh sily

Dalsi jednoduchou apravou bychom se dostali k
wkt o]

—el? F —F . 27kt
N T

Tento vysledek samoziejmé odpovida tomu, co bychom obdrzeli pri
pouziti Fourierovy fady v goniometrickém tvaru. Nas pilovity pribéh sily
je tedy slozen z konstanty (nultd harmonicka slozka) a nekoneéného
poctu harmonickych slozek s frekvencemi celych nasobkd zakladni
frekvence urcené periodou piivodni funkce.

Vsimnéte si, ze koeficienty jednotlivych harmonickych postupné klesaji s
tim, jak roste jejich frekvence. To ndm dovoluje uvazovat pouze N prvnich
¢lend Fady pro prijatelnou aproximaci témér libovolné periodické funkce.
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Priklad 2 - Odezva LS na pilovity priibéh sily

Nahrada funkce f(t) prvnimi harmonickymi Eleny Fourierovy fady do
fadu N vcetné

ws
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Priklad 2 - Odezva LS na pilovity priibéh sily

Nékolik prvnich ¢lend rady

— k) — k=l — k=2 k=3 —— k=4 —— k=5
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Priklad 2 - Odezva LS na pilovity priibéh sily

Ustalené vynucené kmitani naseho LS sestavime v souladu s Gvodem
dnesni prednasky jako ustalenou odezvu na polyharmonické buzeni.

(oo}

z(t) = > G(jwi) el
1=—00
oo ~ Sy .
é;elwit 2mi
t) = 2w
z(?) i:z—:oo —mw? + jwib+ k’ wi=

Zde se nenechte prilis zmast zapornymi Ghlovymi rychlostmi. Jedna se o
dvojice komplexné sdruzenych fazora rotujicich v opaéném smyslu. (Pro
realné budici funkce nam vyjdou koeficienty ¢ a é_j nutné komplexné
sdruzené, coz ma za nasledek, ze cela fada zlstane na realné ose.)
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Priklad 2 - Odezva LS na pilovity priibéh sily

Po dosazeni za koeficienty ¢&;

F & F jelwi jeIwit
t — - .
2(t) = 2k + Z 2mi (—mw? +jwb+k  —mw?— jwb+k

Usmérnénim a vytykanim dostaneme

P& F piwit 4 g—jwit
- b, .
z(®) k:Jer k —mw?)? + w?b?) <w 2
ejwit — efjwit
—(k—mw)———M .
(k= ) )
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Ustalena odezva LS na obecné periodické buzeni
Priklad 2 - Odezva LS na pilovity priibéh sily

Vysledné je odezva systému na buzeni pilovitou funkci

oo

_F F & bw; cos(wit) 4+ (mw? — k) sin(w;t) . 2im
TR i((k—mw?)? +wlb?) 0 T T

x(t)

Zvolme si tfeba F' = 100N a 7' = 1.12s. Ustalenou odezvu systému je
opét mozno aproximovat nékolika prvnimi Eleny fady.

-0.06 o

-008

-0.104

— N=1 N=2 N

N=350 —— N=100

i
Y
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P

oznamky

> Nejprve rozlozime vstupni periodickou funkci na soucet
harmonickych funkci

> Spocteme odezvy systému na tyto diléi slozky a dil¢i odezvy seCteme

» Pokud neni systém linearni, neplati princip superpozice a nemizeme
tento postup aplikovat

» Koeficienty Fourierovych Fad mnoha funkci je mozno najit v
tabulkach v literature

> Koeficienty Fourierovych fad je mozno pocitat numericky

> Na anavnou praci pouZivejte stroje
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Amplitudo-frekvenéni charakteristika

Amplitudo-frekvenéni charakteristiku slabé tlumeného LS s jednim
stupném volnosti a harmonickym buzenim obsahuje jedinou rezonanci,
pokud w = Q+/(1 — ¢?).

Pokud ovsem budime takovy systém obecnou periodickou funkci, miize se
do shody s vlastni frekvenci systému dostat jakakoliv harmonicka slozka,
kterou vstupni funkce obsahuje. Podivejme se jesté jednou na odezvu
systému na obecnou periodickou funkci

¢elwit _ 27i
t) = ;= = .
z(t)= > E TR Gt T

1=—00

Rezonance jednotlivych harmonickych slozek je mozné ocekavat pro
maxima (v absolutni hodnoté) dil¢ich pfenosovych funkci

1
—mw? + jwib+ k’

G(jws) =

ktera nastanou pro minimuma absolutnich hodnot jmenovateli.
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Amplitudo-frekvenéni charakteristika

Hledame extrém klasickym zpiisobem

i _ 212 272\ _
o, ((k — mw?)? + wib?) =0,
Wi (b2 —km +m?w?) =0,

k b2
w; = *—72:9\/1_427

m m

w1 = Q 1-— C2.
i
Rezonance tedy mize nastat, pokud se frekvence zakladni harmonické
slozky, uréena periodou budici funkce wy = 2% priblizi k 1/i-nasobku
vlastni frekvence, coz odpovida pfiblizeni i-té harmonické slozky k vlastni
frekvenci systému.
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Amplitudo-frekvenéni charakteristika

Amplitudy jednotlivych harmonickych slozek

&t

(k — mw?)? 4+ w?b?

Xi(w1) = |G(w)&| + |G(w—s)é—i| = 2\/

CiCx
Xi(wr) =2 I R—
(w1) \/(k — mi2w?)? + i2wibh?

Pouzijme opét predesly priklad LS buzeného pilovym priibéhem sily a
dosadme koeficienty é;.

Xi(wl) =

i #0.

min/(k — mi2w?)2 4 2022’
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Amplitudo-frekvenéni charakteristika

Amplitudové charakteristika, vyskyt rezonanci vyssich harmonickych
slozek, Campbellav diagram.

0.05 o

0.04 o
0.05 o
Xi [m]
0.02 o A
h i" I/L

T T 1
] 20 40 60 80 100

1/

[—r—=1

i=2 =3 ——i=4

i=5

1
100
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