
KMS – cvičení 1 

Ondřej Marek 



TUHOST PRUŽINY (těsně vinuté) 
• Charakteristická vlastnost – tuhost 

• Značení – k 

• Jednotka – N.m-1 (lineární), Nm.rad-1 (torzní) 

• F = k∙x 

• Počet závitů nz 

• Průměr drátu d, aktivní délka drátu ld 
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Práce síly F: 

𝑊 =  𝐹 𝑥 𝑑𝑥

𝑙

𝑙0

=  𝑘𝑥𝑑𝑥

𝑥

0

=
1

2
𝑘𝑥2 

Deformační energie pro krut: 

𝑈 =  
𝑀𝑘
2 𝜉

2𝐺∙𝐽𝑝𝑙𝑑

𝑑𝜉 =
𝑀𝑘
2∙𝑙𝑑

2𝐺∙𝐽𝑝
  

𝑀𝑘 = 𝐹𝑅    

𝑈 =
𝐹2𝑅2 ∙ 𝑙𝑑
2𝐺 ∙ 𝐽𝑝

 

𝐺 =
𝐸

2 1+𝜇
         μ … koeficient příčného zúžení (𝜀𝑦 = −𝜇𝜀𝑥) 

𝑙𝑑 ≅ 2𝜋𝑅𝑛𝑧 

𝐽𝑃 =
𝜋𝑑4

32
 

𝑈 =
32𝐹2𝑅3𝑛

𝐺𝑑4
=
32𝑘2𝑥2𝑅3𝑛

𝐺𝑑4
 

𝑈 = 𝑊 

32𝑘2𝑥2𝑅3𝑛

𝐺𝑑4
=
1

2
𝑘𝑥2 

𝒌 =
𝑮𝒅𝟒

𝟔𝟒𝑹𝟑𝒏
 



TORZNÍ TUHOST HŘÍDELE 

Deformace (zkrut) od momentu MK: 

∆𝜑 =
𝜕𝑈

𝜕𝑀𝐾
=

𝜕

𝜕𝑀𝐾

1

2
 
𝑀𝐾

2 𝑥

𝐺𝐽𝑃

𝑙

0

𝑑𝑥 =
1

𝐺𝐽𝑃
 𝑀𝐾 𝑥 𝑑𝑥

𝑙

0

=
𝑀𝐾𝑙

𝐺𝐽𝑃
 

Závislost momentu na zkrutu: 

𝑀𝐾 =
𝐺𝐽𝑃
𝑙
∆𝜑 

Analogie vzorce F=k∙∆x: 
𝑀𝐾 = 𝑘∆𝜑 

Torzní tuhost [k]=Nm.rad-1 

𝑘 =
𝐺𝐽𝑃
𝑙

 

Torzní pro kruhový průřez  

𝑘 = 𝐺
𝜋𝑑4

32𝑙
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OHYBOVÁ TUHOST NOSNÍKU S VOLNÝM KONCEM 

Deformační energie pro ohyb: 

𝑈 =
1

2
 
𝑀𝑜

2 𝑥

𝐸𝐽𝑧

𝑙

0

𝑑𝑥 

Deformace (průhyb) od síly F: 

∆𝑦 =
𝜕𝑈

𝜕𝐹
=

𝜕

𝜕𝐹

1

2
 
𝑀𝑜

2 𝑥

𝐸𝐽

𝑙

0

𝑑𝑥 =
1

𝐸𝐽
 𝑀𝑜 𝑥

𝜕𝑀𝑜

𝜕𝐹
𝑑𝑥

𝑙

0

 

𝑀𝑜 = 𝐹 𝑙 − 𝑥  

𝜕𝑀𝑜

𝜕𝐹
= 𝑙 − 𝑥 

∆𝑦 =
𝐹

𝐸𝐽
 𝑙 − 𝑥 2𝑑𝑥

𝑙

0

=
𝐹𝑙3

3𝐸𝐽
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Závislost síly na průhybu: 

𝐹 =
3𝐸𝐽

𝑙3
∆𝑦 

Ohybová tuhost [k]=N.m-1 

𝑘 =
3𝐸𝐽

𝑙3
 

 

∆y 



OHYBOVÁ TUHOST PODEPŘENÉHO NOSNÍKU 
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Deformace (průhyb) od síly F: 

∆𝑦 =
𝜕𝑈

𝜕𝐹
=

𝜕

𝜕𝐹

1

2
 
𝑀𝑜

2 𝑥

𝐸𝐽

𝑙

0

𝑑𝑥 =
2

𝐸𝐽
 𝑀𝑜 𝑥

𝜕𝑀𝑜

𝜕𝐹
𝑑𝑥

𝑙/2

0

 

𝑀𝑜 =
𝐹

2
𝑥 

𝜕𝑀𝑜

𝜕𝐹
=
𝑥

2
 

∆𝑦 =
2𝐹

4𝐸𝐽
 𝑥2𝑑𝑥

𝑙 2 

0

=
𝐹𝑙3

48𝐸𝐽
 

 

Závislost síly na průhybu: 

𝐹 =
48𝐸𝐽

𝑙3
∆𝑦 

Ohybová tuhost [k]=N.m-1 

𝑘 =
48𝐸𝐽

𝑙3
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ŘAZENÍ PRUŽIN 

uvolnění 
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k1 
k2 

l01 l02 

F 

l1 l2 

l ∆l 

F F 

F F ∆𝑙2 =
𝐹

𝑘2
 

∆𝑙1 =
𝐹

𝑘1
 

∆𝑙 = ∆𝑙1 + ∆𝑙2 =
𝐹

𝑘1
+
𝐹

𝑘2
= 𝐹

1

𝑘1
+

1

𝑘2
 

∆𝑙 =
𝐹

𝑘
 

1

𝑘
=

1

𝑘1
+

1

𝑘2
 

k2 

k1 

Sériové řazení 
k1 

k2 l0 

F 

∆l 

∆𝑙 = ∆𝑙1 = ∆𝑙2 
𝐹 = 𝐹1 + 𝐹2 = 𝑘1∆𝑙1 + 𝑘2∆𝑙2 = 𝑘1 + 𝑘2 ∆𝑙 
𝐹 = 𝑘∆𝑙 
𝑘 = 𝑘1 + 𝑘2 

F1 F1 

F2 F2 

Paralelní řazení 



VOLNÉ KMITÁNÍ NETLUMENÉ 

𝑚𝑦 + 𝑘𝑦 = 𝑚𝑔 

𝑦 +
𝑘

𝑚
𝑦 = 𝑔 

Obecné řešení diferenciální rovnice: 𝑦 𝑡 = 𝑦𝐻 𝑡 + 𝑦𝑃 𝑡  

Homogenní řešení pomocí charakteristické rovnice: 

𝜆2 +
𝑘

𝑚
= 0     ⇒     𝜆1,2 = ± −

𝑘

𝑚
= ±𝑖

𝑘

𝑚
= ±𝑖Ω 

Ω =
𝑘

𝑚
    … vlastní frekvence netlumených kmitů ([Ω]=rad/s) 

Fundamentální systém: 

𝑦𝐻 = 𝐶1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝐶2𝑒

𝜆2𝑡 = 𝐶1𝑒
𝑖Ω𝑡 + 𝐶2𝑒

−𝑖Ω𝑡 

𝑒𝑖𝜑 = cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑 

𝑦𝐻 = 𝐶1 + 𝐶2 cosΩ𝑡 + 𝑖 𝐶1 − 𝐶2 sinΩ𝑡 

𝑦𝐻 = 𝐴 cosΩ𝑡 + 𝐵 sinΩ𝑡 = 𝐶 sin Ω𝑡 + 𝜑0  
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Partikulární řešení: 

Odhad: 𝑦𝑃 = 𝐶3 

𝑦 𝑃 = 0 𝑦 𝑃 = 0 

Dosazení do diferenciální rovnice:  

0 +
𝑘

𝑚
𝐶3 = 𝑔 

𝐶3 =
𝑚𝑔

𝑘
= 𝑦𝑠𝑡  

Celkové řešení: 
𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑃  

𝑦 𝑡 = 𝐴 cosΩ𝑡 + 𝐵 sinΩ𝑡 +
𝑚𝑔

𝑘
 

Konstanty A, B z počátečních podmínek: 

𝑦 0 = 0  𝑦 0 = 0 

𝑦 0 = 0 = 𝐴 + 0 +
𝑚𝑔

𝑘
 

𝑦 𝑡 = −𝐴Ω sinΩ𝑡 + 𝐵Ω cosΩ𝑡 

𝑦 0 = 0 = 𝐵Ω 

𝐴 = −
𝑚𝑔

𝑘
  𝐵 = 0 

𝑦 𝑡 = −
𝑚𝑔

𝑘
cosΩ𝑡 +

𝑚𝑔

𝑘
 

𝑦 𝑡 = −0.1 cos 10𝑡 + 0.1 = 0.1 1 − cos 10𝑡  

 

m 
m 

l0 

y 

𝑚𝑦  𝑘𝑦 

𝑚𝑔 

uvolnění: 
Dáno: 

m = 1kg 

k = 100 N/m 

g = 10 m/s2 

𝑦 0 = 0  

𝑦 0 = 0 

 

Určete: 

Průběh polohy hmoty m 

v čase 

 

g 

k 


