
KMS – cvičení 3 

Ondřej Marek 



TLUMENÉ KMITÁNÍ 

Pohybová rovnice: 
𝑚𝑥 + 𝛽𝑥 + 2𝑃 sin 𝛼 = 0 

 

Pro malé α lze psát: 

sin 𝛼 = 𝛼 = tg𝛼 =
2𝑥

𝐿
 

𝑚𝑥 + 𝛽𝑥 +
4𝑃

𝐿
𝑥 = 0 
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m = 0,1 kg  

L = 2 m 

P = 2000N 

β = 6 Ns.m-1  

Poč. podmínky: 

x(0) = 0.01 m 

v(0) = 0 m/s 

Příklad: Hmota s hmotností m upevněná na předepnuté struně 
délky L se chová jako hmota na pružině. Odpor prostředí je lineárně 
závislý na rychlosti s konstantou úměrnosti β. Určete vlastní 
frekvenci netlumeného systému i tlumeného systému. Určete 
logaritmický dekrement, výchylku v čase 0.05s a výchylku po 
odeznění 3 period tlumených kmitů. 

m 

P P 

L 

P P 
x 

α 

𝑚𝑥  

𝛽𝑥  

Pohybová rovnice: 

𝑥 +
𝛽

𝑚
𝑥 +

4𝑃

𝑚𝐿
𝑥 = 0 

Vlastní frekvence netlumených kmitů 

Ω2 =
4𝑃

𝑚𝐿
 

Ω =
4𝑃

𝑚𝐿
= 200 𝑟𝑎𝑑 ∙ 𝑠−1 

 

Homogenní řešení: 

𝜆2 +
𝛽

𝑚
𝜆 +

4𝑃

𝑚𝐿
= 0 

4𝑃

𝐿
= 𝑘,    𝛽 = 𝑏 

𝜆1,2 = −
𝑏

2𝑚
±

𝑏2 − 4𝑚𝑘

4𝑚2
 

Pokud 𝑏2 − 4𝑚𝑘 < 0  ⇒   podkritické tlumení  
𝑏2

4𝑚𝑘
< 1  

𝜁 =
𝑏2

4𝑚𝑘
     ⇒     

𝑏

𝑚
= 2𝜁Ω 

Poměrný útlum 𝜁: 
𝛽

𝑚
= 2𝜁Ω 

𝜁 =
𝛽

2𝑚Ω
=

𝛽

2𝑚
4𝑃
𝑚𝐿

=
𝛽

4
𝑚𝑃
𝐿

= 0.15 

Vlastní frekvence tlumených kmitů 

Ω𝑇 = Ω 1 − 𝜁2 = 197.7 𝑟𝑎𝑑 ∙ 𝑠−1 
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Pohybová rovnice: 

𝑥 +
𝛽

𝑚
𝑥 +

4𝑃

𝑚𝐿
𝑥 = 0 

𝑥 + 2𝜁Ω𝑥 + Ω2𝑥 = 0 

Homogenní řešení: 

𝜆1,2 = −𝜁Ω ± 𝜁Ω 2 − Ω2 = −𝜁Ω ± 𝑖Ω 1 − 𝜁2 = −𝜁Ω ± 𝑖Ω𝑇 

𝑥𝐻 = 𝐶1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝐶2𝑒

𝜆2𝑡 = 𝐶1𝑒
−𝜁Ω+𝑖Ω𝑇 𝑡 + 𝐶2𝑒

−𝜁Ω−𝑖Ω𝑇 𝑡

= 𝐶1𝑒
−𝜁Ω𝑡 ∙ 𝑒𝑖Ω𝑇𝑡 +𝐶2𝑒

−𝜁Ω𝑡 ∙ 𝑒−𝑖Ω𝑇𝑡= 𝑒−𝜁Ω𝑡 𝐶1𝑒
𝑖Ω𝑇𝑡 + 𝐶2𝑒

−𝑖Ω𝑇𝑡  

𝑥𝐻 = 𝑒−𝜁Ω𝑡 𝐴 cosΩ𝑇𝑡 + 𝐵 sinΩ𝑇𝑡  

𝑥 𝐻 = −𝜁Ω𝑒−𝜁Ω𝑡 𝐴 cosΩ𝑇𝑡 + 𝐵 sin Ω𝑇𝑡 + 𝑒−𝜁Ω𝑡 −𝐴Ω𝑇 sin Ω𝑇𝑡 + 𝐵Ω𝑇 cosΩ𝑇𝑡  

Dosazení počátečních podmínek a výpočet konstant A a B: 

𝑥𝐻 0 = 𝐴 = 0.01 

𝑥 𝐻 0 = −𝜁Ω𝐴 + 𝐵Ω𝑇 = 0 

𝐵 =
𝜁Ω𝐴

Ω𝑇
=

𝜁𝐴

1 − 𝜁2
=

0.15 ∙ 0,01

1 − 0.152
= 0.0015 

𝑥𝐻 𝑡 = 𝑒−30𝑡 0.01 cos 197.7 ∙ 𝑡 + 0.0015 sin 197.7 ∙ 𝑡  

Dosazením za t=0.05 lze vypočíst výchylku v čase 0.05s: 

𝑥𝐻 0.05 = −0.0021𝑚 

 

 

 

 

 

 

 

definujme periodu tlumených kmitů 𝑇𝑇 =
2𝜋

Ω𝑇
 

Logaritmický dekrement: 

𝑥𝐻 𝑡1 = 𝑒−𝜁Ω𝑡1 𝐴 cosΩ𝑇𝑡1 + 𝐵 sinΩ𝑇𝑡1  

𝑥𝐻 𝑡1 + 𝑇𝑇 = 𝑒−𝜁Ω 𝑡1+𝑇𝑇 𝐴 cos Ω𝑇 𝑡1 + 𝑇𝑇 + 𝐵 sin Ω𝑇 𝑡1 + 𝑇𝑇  

𝑥𝐻 𝑡1
𝑥𝐻 𝑡1 + 𝑇𝑇

=
𝑒−𝜁Ω𝑡1

𝑒−𝜁Ω 𝑡1+𝑇𝑇
= 𝑒𝜁Ω𝑇𝑇  

ln
𝑥𝐻 𝑡1

𝑥𝐻 𝑡1 + 𝑇𝑇
=𝜁Ω𝑇𝑇 = 𝛿𝐿𝑁 

Logaritmus podílu po sobě jdoucích výchylek vzdálených v čase o periodu 
tlumeného systému je konstantní (logaritmický dekrement: 𝛿𝐿𝑁) 

𝛿𝐿𝑁 = 𝜁Ω𝑇𝑇 =
𝜁Ω2𝜋

Ω𝑇
=

2𝜋𝜁

1 − 𝜁2
=

2𝜋 ∙ 0.15

1 − 0.152
= 0.9533 

Pro n period: 

𝑥𝐻 𝑡1
𝑥𝐻 𝑡1 + 𝑛𝑇𝑇

= 𝑒𝜁Ω𝑛𝑇𝑇  

ln
𝑥𝐻 𝑡1

𝑥𝐻 𝑡1 + 𝑛𝑇𝑇
=𝜁Ω𝑛𝑇𝑇 = 𝑛𝛿𝐿𝑁 

výchylka po odeznění 3 period tlumených kmitů: 

ln
𝑥𝐻 0

𝑥𝐻 3𝑇𝑇
=3𝛿𝐿𝑁 

𝑥𝐻 3𝑇𝑇 = 𝑥𝐻 0 𝑒−3𝛿𝐿𝑁 = 5.728 ∙ 10−4 𝑚 



Příklad: Graf výchylky 
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Příklad 2: Napište pohybovou rovnici systému dle obrázku a určete 
vlastní frekvenci. Spočtěte homogenní řešení, partikulární řešení.  
Napište vztah pro průběh výchylky hmoty m v čase 

Jedná se o homogenní tyč s konstantním průřezem o hmotnosti m 
s momentem setrvačnosti IO, která je rotačně uložena v bodě O. Její 
rovnovážnou polohu zajišťují 2 pružiny (jedna listová a jedna vinutá) 
a jeden tlumič . Pružiny a tlumič generují pouze horizontální sílu. 

 
  

  

  

      
  

  

L1 

L2 

k1 

O 

  

b1 

E, J2 

M0 

ϕ 

tuhost listové pružiny: 

𝑘2 =
3𝐸𝐽2

𝐿2
3 =

3 ∙ 2 ∙ 1011 ∙ 8 ∙ 10−11

8 ∙ 10−3
= 6000 𝑁𝑚−1 

Celková tuhost – 2 pružiny sériově  

𝑘 =
𝑘1𝑘2

𝑘1 + 𝑘2
= 3000 𝑁𝑚−1 

  

Pohybová rovnice: 

 

𝐼𝑂𝜑 + 𝑏𝐿1𝜑 cos𝜑 𝐿1 cos𝜑 + 𝑘𝐿1 sin𝜑 𝐿1 cos𝜑 = −𝑀0 

 

Linearizovaná pohybová rovnice: 

 

𝐼𝑂𝜑 + 𝑏𝐿1
2𝜑 + 𝑘𝐿1

2𝜑 = −𝑀0 

 

Pohybová rovnice v normovaném tvaru: 

𝜑 +
𝑏𝐿1

2

𝐼𝑂
𝜑 +

𝑘𝐿1
2

𝐼𝑂
𝜑 = −

𝑀0

𝐼𝑂
 

 

vlastní frekvence netlumených kmitů 

Ω =
𝑘𝐿1

2

𝐼𝑂
=

3000 ∙ 0,12

0,1
= 17.32 𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1 

 

  

kL1sinφ 

O 

M0 

ϕ 

𝑰𝑶𝝋  

Rx 

Ry 

𝑏𝐿1𝜑 cos𝜑 

L1 = 0,1 m 
L2 = 0,2 m 
k1 = 6000 N/m 
b = 50 Ns/m 
E =2∙1011 Pa 
J2 =8∙10-11 m4 

IO = 0,1 kgm2 
m = 13 kg 
M0 = 10 Nm 
 
ϕ0 = 0.5 rad 
ω0 = 20 rad/s 
  

Dáno: 
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Pohybová rovnice: 

𝜑 +
𝑏𝐿1

2

𝐼𝑂
𝜑 +

𝑘𝐿1
2

𝐼𝑂
𝜑 = −

𝑀0

𝐼𝑂
 

Ω =
𝑘𝐿1

2

𝐼𝑂
 

Homogenní řešení: 

𝜆1,2 = −
𝑏𝐿1

2

2𝐼𝑂
±

𝑏𝐿1
2

2𝐼𝑂

2

−
𝑘𝐿1

2

𝐼𝑂
= −

𝑏𝐿1
2

2𝐼𝑂
±

𝑏𝐿1
2 2 − 4𝐼𝑂𝑘𝐿1

2

4𝐼𝑂
2  

pokud platí podmínka podkritického tlumení 

 𝑏𝐿1
2 2 − 4𝐼𝑂𝑘𝐿1

2 < 0  

pak 

𝑏𝐿1
2 2

4𝐼𝑂𝑘𝐿1
2 < 1 

zavádí se poměrný útlum ζ 

𝜁 =
𝑏𝐿1

2 2

4𝐼𝑂𝑘𝐿1
2 =

𝑏𝐿1

2 𝐼𝑂𝑘
= 0,144 

𝜆1,2 = −
𝑏𝐿1

2

2𝐼𝑂
± 𝑖

4𝐼𝑂𝑘𝐿1
2 − 𝑏𝐿1

2 2

4𝐼𝑂
2 = 𝛼 ± 𝑖𝛽 

𝜑𝐻 = 𝐶1𝑒
𝜆1𝑡 + 𝐶2𝑒

𝜆2𝑡 = 𝐶1𝑒
𝛼+𝑖𝛽 𝑡 + 𝐶2𝑒

𝛼−𝑖𝛽 𝑡 

𝜑𝐻 = 𝐶1𝑒
𝛼𝑡 ∙ 𝑒𝑖𝛽𝑡 +𝐶2𝑒

𝛼𝑡 ∙ 𝑒−𝑖𝛽𝑡= 𝑒𝛼𝑡 𝐶1𝑒
𝑖𝛽𝑡 + 𝐶2𝑒

−𝑖𝛽𝑡  

 

𝝋𝑯 = 𝒆𝜶𝒕 𝑨𝒄𝒐𝒔𝜷𝒕 + 𝑩𝒔𝒊𝒏𝜷𝒕  

 

 

Partikulární řešení: 

odhad 

𝜑𝑃 = 𝐶 

𝜑 𝑃 = 0 

𝜑 𝑃 = 0 

𝑘𝐿1
2

𝐼𝑂
𝜑𝑃 = −

𝑀0

𝐼𝑂
 

𝜑𝑃 = −
𝑀0

𝑘𝐿1
2 = −0.333𝑟𝑎𝑑 

 



Příklad 2 – partikulární řešení, celkové řešení, graf 

Celkové řešení 

𝜑 𝑡 = 𝜑𝐻 𝑡 + 𝜑𝑃 𝑡  

𝝋 𝒕 = 𝒆𝜶𝒕 𝑨𝒄𝒐𝒔𝜷𝒕 + 𝑩𝒔𝒊𝒏𝜷𝒕 −
𝑴𝟎

𝒌𝑳𝟏
𝟐

 

𝜑 𝑡 = 𝛼𝑒𝛼𝑡 𝐴 cos 𝛽𝑡 + 𝐵 sin 𝛽𝑡 + 𝑒𝛼𝑡 −𝐴𝛽 sin 𝛽𝑡 + 𝐵𝛽 cos𝛽𝑡  

 

Dosazení počátečních podmínek a výpočet konstant A a B: 

𝜑 0 = 𝐴 −
𝑀0

𝑘𝐿1
2 = 𝜑0 

𝜑 𝐻 0 = 𝛼𝐴 + 𝐵𝛽 = 𝜔0 

Číselně: 

𝛼 = −
𝑏𝐿1

2

2𝐼𝑂
= −𝜁Ω = −2.5 

𝛽 =
4𝐼𝑂𝑘𝐿1

2 − 𝑏𝐿1
2 2

4𝐼𝑂
2 = Ω2 − 𝜁Ω 2 = Ω 1 − 𝜁2 = Ω𝑇 = 17.139 

𝐴 =
𝑀0

𝑘𝐿1
2 + 𝜑0 = 0.8333 

𝐵 =
𝜔0 − 𝛼𝐴

𝛽
=
𝜔0

𝛽
−
𝛼

𝛽

𝑀0

𝑘𝐿1
2 + 𝜑0 = 1.2885 
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𝜁 = 0,144 

Ω = 17.32 𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1 

ΩT = 17.14 𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1 

𝜁Ω = 2,5𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1 

𝜑0 = 0,5 𝑟𝑎𝑑 

𝜔0 = 20 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

𝝋 𝒕 = 𝒆−𝟐.𝟓𝒕 𝟎. 𝟖𝟑𝟑𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟕. 𝟏𝟑𝟗𝒕 + 𝟏. 𝟐𝟖𝟗𝒔𝒊𝒏 𝟏𝟕. 𝟏𝟑𝟗𝒕 − 𝟎. 𝟑𝟑 
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