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Ondrej Marek — KMS

TKMOST

NETLUMENY PODDAJNY SYSTEM S 2DOF - analytické feseni

Ky K

L
2 v V \/ m;

X1 X2
1X1 ko (x; E_ X1)
m, i My Yk, (7 — x1) o] Mo
< 1X1 2 2 1 mzxz

Systém se 2 stupni volnosti popisuji 2 pohybové rovnice:
m15€1 + (kl + kz)xl - kzxz == 0
mzjéz - kle + kzxz = O

pohybové rovnice zapsané maticovée

Mx+Kx=0

m1 0 561 kl + k2 _kz] xl _
[ 0 mz] [xz] + —k, k; [xZ] =0

Diky zkuSenosti z reSeni 1DOF systému lze odhadnout tvar
homogenniho reseni jako:

X1p = 11 SIn(Qt + @o1)

Xop = Ty Sin(Qt + @g3)

56.'1}1 = _erl Sln(Qt + (p01) = _szlh
jéZh = —.QZTZ sm(Qt + (pOZ) = _‘Q‘zth

dosazeni do pohybovych rovnic:
—my OPxqp + (kg + kp)xqp, — kaXop = 0
—mz.QZXZh - kleh + kzth =0

(ky + ky —miQ®)xp — koxop =0
—kyx1p + (ky —myQ2)x, =0

Soustava homogennich rovnic AX = 0 ma bud nulové reseni nebo v
pripadé singuldrni matice A nekonecné mnoho reseni.

detA =10
(kl + k2 - mlﬂz)(kz - mzﬂz) - k% == O
m1m294 - Qz(mlkz + mz(kl + kz)) + klkz == 0
ky kyitky_ | K2 K2—kiky K%+ 2kik, + K2
+ + > >
2m, 2my 4ms; 2mym, 4mi

2 _
‘01,2 -

Pokud dvojhmotovy systém vypada takto:

m;=m,=m k, =2k, k, =k

k
0f, =—(2FV2)

Q1,2=i\/k/m 2$\/§

Vlastni frekvence se fadi vzestupné, proto (); < (),
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Ondrej Marek — KMS

TKMOST

NETLUMENY PODDAIJNY SYSTEM S 2DOF (2)

pokud je tedy A singularni pro dvé rGzné hodnoty Q, tj Q, a Q, a plati:
A-a=0
a pro dvé rtizné Q vyjdou dva vektory a, tj. a, a a,.

3k —mQ? —k ;
. k—wMﬁhZﬂ:[m

—k
X je linearni kombinaci vektor( a, a a,.
X=q,a; + q,a;

Univerzalnéjsi postup, ktery lze pouzit i pro tlumenou soustavu
Mx+Kx=0

odhad
xX=c-e
X=2Nc-e

At
At

(MA? + K)ce? =0
(MA2 +K)c=0
kdy?

(MA2 +K) =A
cC=qaa

A-a=0
detA =0
m1/12 + kll k12
det =0
° [ k21 myA2 + kyp
A*-mymy + A2(mykyy + makyq) + ky1kay — kazkay =0

k k k?
2, =— 11 K22 +\/ EI

2
k22

2
4mj

2kyipky1 — ki1ky;
2Zmim,

2my;  2my = |4m?
aplikovano na priklad

k
B,=—(-2%v2
2= (-2£2)

Mg = tiJk/m /2 FV2

Tohle jsou prava vlastni Cisla, pro netlumeny systém vychazeji pouze
komplexni casti (vzdy 2 cisla jsou komplexné sdruzena)
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Ondrej Marek - KMS A
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Vlastni vektory

Rovnovazna poloha
Pro Q= Q, lze psat

ky Ky
—ka11 + (k - mQ%)alz =0 y,
a1 = T“n
ESEN X2
Pokud zvolime a,,=1, pak
— 2 — —
a, = k =m0y = k—k(2-¥2) =V2-1 1. vlastni tvar
k k
a _[\/7_1]_[0.41] %
1= =
1 1 my J\/\/\/ m;
Pro Q2 =, |ze psat podobna rovnice ay ajp
_ 2
Ay = kTmﬂzazz 2. vlastni tvar
. o
Pokud zvolime a,,=1, pak m /\/\/\/ .
_k-m@_k-k(2+V2) o ! 2
a1 = I = X = -a,, Ao

a, = [_\/21_ 1] _ [—21.41]
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Ondrej Marek - KMS A
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Priklad 2 DOF — struna (2)

Priklad: Dvé hmoty s hmotnosti m, a m, upevnéné na predepnuté m; m, 0]
struné délky L se chovaji jako poddajna soustava se dvéma stupni
volnosti. Uréete vlastni frekvence netlumeného systému a vlastni
tvary.

L=1m; a=0,2m; b=0,4m
m,=1kg; m,=2kg; P=100N

Uvolnéni: . :
Pohybove rovnice:

my m, 1) my¥,; + Psina — Psiny =0

° o myXy, + Psiny + Psinff =0

rovnice jsou nelinearni, ale pro malé vychylky lze
P P linearizovat

. ) X1
sina =tga = —

: X2
sinf =tgf =7

X2 — X1
L—(a+b)

siny =tgy =

socidln{ ‘ OP Vzdélavani 5
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Ondrej Marek - KMS

Priklad 2 DOF — struna (2)

Linearizované pohybové rovnice:

X; =X
L—(a+b)

X2 —Xq X2
— 4+ P—==0
I—G@+b) b

.. X1
m1x1+P;—P 0

myX, + P

po Upravé:

. +(P+ P ) P ~ 0
X T\ L—(a+b) *1 L—(a+b)x2_

. P P p
mzxz_L—(a+b)x1+(3+L—(a+b)>x1‘0

Maticovy zapis:

Mx+Kx=0
P, _ P P
_[m;y O _|a  L-(a+b) L—(a+b)
M = 0 mz K= _ P B P
) | L—(a+b) b L—(a+b)
M1 o _ [ 750 =250
M= 0 2] K= —250 500
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Ondrej Marek - KMS A
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Priklad - vlastni frekvence

frekvencni determinant
det(K — 2°M) = 0

substituce A = Q2

750—1-4 —250 .
det | —250 500—2-217"
(750 — 1)(500 — 21) — 250% = 0
2% — 20001 + 312500 =0

B 2000 FV4-106 —4-2-312500

12 = 2 = 500 + 306.2
A4 =193.8
A, =806.2
Q, =139rad/s fi=22Hz
O, =284 rad/s > =45Hz

Modalni matice:

A:[/})l /102]=[19§.8 8006.2]
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Ondrej Marek - KMS
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Vlastni vektory, normované vlastni vektory

ProQ=0Q, (A=1,) lze psat

(750 - Al)all - 250(112 == 0

Pozadavek normy s vahou M je:

750~ A4 2 2947 neboli maticové
A2 = 55 A1 = 4 a11
250 U'™U =1
Pokud zvolime a,,=1, pak
a;, = 2.2247 Pokud
a. = [ 1 ] u; = q;a;
17 12,2247 u'Mu; = q;a’ Mao;a; = 1
1
Pro Q = Q, Ize psat podobnd rovnice af = —
a; Ma;
(750 - 2/12)6121 - 250a22 = 0
ay, = 2—50(121 = —0.22476121 u; = v
, T
a; Ma;
Pokud zvolime a,,=1, pak L
a12 = _0224‘7 a
1 1 0.3029
a, = U, = ———=0.3029a, =
] , . " U, = _ %2 _ 0.9530a., = 0.9530
Vlastni vektory a,, a, nejsou normované. Normuji se s vahou M 2 \/m ' 2 —0.2142
kvili podmince ortogonality (bude vysvétleno pozdéji) 272
Pokud se oznaci normované vektoru jako u, a u, (obecné u), lze - .
j t do matice U, ktera se nazyva moddlIni matice modalni matice:
1€ zapsa ’ u = [0-3029  0.9530
0.6739 —0.2142
U= [uq,u,, ..., uy,]
27.42016 gf 2 W
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Ondrej Marek - KMS

NETLUMENY PODDAIJNY SYSTEM S n DOF

Priklad: Pfredepnuta hmotna struna s hmotnosti m, délky L se chova jako poddajna soustava. Diskretizujte
kontinuum dle obrazku na soustavu s r stupni volnosti a urCete vlastni frekvence systému a vlastni tvary.

L=1m; r=5; m.=0.2kg; P=100N

Pro rovnomérné rozlozeni hmoty

mg
m=m,=m;=m,=—=m

r

L
a. =a- = a; = a = =qa
1 2 i n+l = Ty

Z minulého pfikladu s 2 DOF |ze vypozorovat, ze tuhost ,pruziny” mezi sousednimi
hmotami m; a m,,, je rovna:

Pohybové rovnice:

X +2P P 0
mi¥, +—x; ——x, =
1 a 1 a 2

P 2P P
M¥; = — X1+ X Xy =0

. P 2P
mxy, _Exn_l + Fx" =0

TKMOST

Iaml

&
m, I
a

m,
1
1
1
1
Lo
1
1
1
|

Q m;
1
1
1
1
1
:

3 m,

N
D e — > |
P

- - TECHNICKA
B UNIVERZITA
’ V LIBERCI
evropsky i L2
SOCIa|nI OP Vzdélavani
[~ 4 fondvCR EVROPSKA UNIE pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Ondrej Marek - KMS

SYSTEM S n DOF — pohybové rovnice

Maticovy zapis pro 5DOF (r=5)
Mx+Kx=0

m 0 0 0 0
0O m 0 0 0
M=[0 0 m 0 0
0 0 0 m 0
Lo 0 0 0 m _
L D
a a
L .
a a a
K=[o -2 2 _Z o
a a a
o o _P 2 _°P
a a a
o o o % 2
a a

0.04 O 0 0 0
0 004 O 0 0
M=| 0 0 004 O 0
0 0 0 004 O
0 0 0 0 0.04
1200 -600 0 0 0
—600 1200 -600 0 0
K=| 0 —600 1200 -600 0
0 0 —600 1200 -600
0 0 0 —600 1200

TKMOST

= e TECHNICKA
B UNIVERZITA
’ V LIBERCI
evropsky i e
SOCIainI lllllllllll
[~ 4 fondvCR EVROPSKAUNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

10



Ondrej Marek - KMS

TKMOST

SYSTEM S n DOF — vlastni ¢isla a vlastni tvary

Vlastni Cisla (spektralni matice A), vlastni frekvence (matice Q)

1. M tvar (Q 1=63)

2. M tvar (Qz=122) 3. M tvar (Q3=173) 4. M tvar (Q4=212) 5. M tvar (QS=237)

det(K—AM) =0 1 : 1 1 1 1
14019 0 0 0 0
0 15000 O O 0 0.9r- 109+ -1 09+ 409 109~ -
A= 0 0 30000 0 0
0 0 0 45000 0 0.8} - 0.8} -4 08f 4 0.8} - 0.8} :
0 0 0 0 55981 0.7 107 - 0.7 -4 0.7~ -1 0.7~ -
63.4 0 0 0 0 0.6 406 -4 0.6} 406 -4 0.6 .
0 122 0 0 0
Q=] 0 0 173 0 0 0.5 105l 1 05F 1 05h 405} .
0 0 0 212 0
| 0 0 0 0 237 0.4 -1 04 -1 04 - 0.4 -1 04+ -
0.3 -1 03 -1 0.3 -4 03 -1 0.3~ -
Vlastni tvary (modalni matice U)
0.2 102 -1 02r- —402r- 102 -
—1.4434 —2.5000 2.8868 —2.5000 1.4434 L loal Loal loal oal |
—2.5000 -—-2.5000 0 2.5000 —2.5000
U =|-2.8868 0 —2.8868 0 2.8868 0 : .o : c o : Lo : : o : :
—2.5000 2.5000 0 —2.5000 -2.5000 ) ) )
—1.4434 2.5000 2.8868 2.5000 1.4434
gf ?r:'p:y s : oSt @ — 11
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Ondrej Marek — KMS

TKMOST

NETLUMENY PODDAIJNY SYSTEM S 2 DOF — maticové reseni

Priklad:

Poddajna soustava dle obrazku je buzena

harmonickou silou

m1l= 1kg
m2 = 4kg
k1=0,5 N/m
k2=1 N/m
k3=5 N/m
F,=0,1N
w=1,4 rad/s

p-p.

K

/
m;

X1
L
k14
< N
1Mq1Xq

——

my

<

X01=0,2m, X,=—0,5m, v;;=0,5m/s, v;,=0,1m/s

Pohybové rovnice:
m15€1 + (kl + kz)xl — kzxz =0
mzjéz — kle + (kz + k3)x2 = F2 cos wt

Maticovy zapis:
Mx +Kx =F

ki +k,

_my O
M= [ 0 mz] —k;
F = Re(Fe'?)

F = F;sin wt + F. cos wt

] - [8] sin wt +

|

=[5, co [ eosor
~ |F, coswt F, cos @

AW~

ko (x; —

Fycoswt ky

W\

m

2 >

F, cos wt

my

X

ko (xy > x1)

<=
X1)

myX,

_kZ
ky + ks
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Ondrej Marek — KMS A
TKMOST

Priklad 2 DOF- vlastni frekvence

frekvencéni determinant
det(K— 0Q°M) = 0

e+ k2 = 2°my —k,

—k, k, + k3 — 0°m,
(ky + ky — Amy) (ky + ks — Amy) — k5 =0
2 (mym,) + 0% (—myk, — miks — myky — myky) + kik, + kiks + kyks = 0

de =0

Po dosazeni
40" —120°+8=0

Q2_12$\/144—4-4-8
B 8

DPppa=t [T o
1,234 — — 2 2

Matematicky spravné by bylo feseni se ¢tyrmi (2, ale jelikoz by vychazely dva vlastni vektory vzdy stejné, uvazuji se pouze kladné (2
a rfadi se od nejmensi po nejvétsi (2 < £2,)

Ny =1rad/s

2, =2 rad/s

_3$1
22

Spektralni matice:

2
A= [%1 f?gl ~[o 3l

|\/’\§ - TECHNICKA
s UNIVERZITA
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Ondrej Marek — KMS

Priklad 2 DOF - vlastni vektory

Pro Q = Q, lze psat

(15 - .Q%)all —Qqp = 0
a;z; = (1.5 - 1)ay; = 0.5a1;

Pokud zvolime a,,=2, pak

Pro Q = Q, lze psat podobna rovnice
(15 - 'Q%)aZI — dyy = 0
ayr = (15 - 2)a21 = —0.5a21

Pokud zvolime a,,=2, pak

Vlastni vektory a,, a, nejsou normované. Normuiji se s vahou M.
Pokud se oznaci normované vektory jako u, a u,, Ize je zapsat do
modalni matice U

U = [uy, uy] .

a a, ﬂ:‘/i

a'Ma, \/21[ M4

a,

a,

a,
\/a Ma, \/[2 1] [(1)

=m[i —21]

TR

TKMOST

1

V2
~1

242

1. vlastni tvar 2—/\/\/\/—

2. vlastni tvar

:

1. vlastni tvar

2. vlastni tvar /\
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Ondrej Marek — KMS

Priklad 2 DOF — volné kmitani

Redeni se olekava ve tvaru:
xH(t) = Clulsin(.olt + @01) + CZuZSin(..ta + (poz)

pro pocatecni podminky se dosazenim za t=0 ziskaji 4 rovnice :
xo == Clul Sin §001 + Czuz Sin QDOZ

vO == Clul.Ql COoS §001 + Czuz .QZCOS 9002

pro 4 neznamé C,, C,, ¢y, @ @y,

zavedenim:

Cisin@y; = 24
Cysin@g, = Z,
Cy cos Qo1 = Z3
CyCOS oy =24

TKMOST

Maticova forma rovnic pro Z,..Z,

0.7071 0.7071 0 1[C 0.2

0.3536 —0.3536 0 |[C2|_|-05
0 0 07071 1 ||Cs 0.5
0 0 0.3536 —0.5]1C, 0.1

Z, = 0.8485

Z5; = 0.4950

Z, = 0.1500

Pozor, Z,..Z, jsou spocteny pro stav v €ase t=0! Z, a Z, jsou vlastné modalni
soufadnice v ¢ase 0.

Dopocteni konstant C,, C,, ¢y, @ g,

se ziskaji 4 rovnice pro 4 neznamé Z,..Z, ve tvaru . 4
Xg = Z1u1 + Zzuz gPo1 = Zs3
vo = Z3..(21u1 + Z4_..(22u2 tg<P02 — ?
4
Z1 Z,
a po dosazeni G =5 oos G =4 oo
_, +tJ1 LT 1
—0_5] =2 V2 [0_5] + 2 V2 [—0,5] ©o1 = —0,8520 rad
0.5] _ 111 1711 ®o, = 1,3958 rad
[0.1] =231 ﬁ[o_s] +24V2 Ti[—o.s] C; =0,7517m
¢, =08617m
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Ondrej Marek — KMS

Priklad — homogenni reseni

X1(0), X,5()

TKMOST

1.5¢

xy(t) = Cyugsin(2:t + @o1) + Couysin(2,t + @g5)

0.7517 | sin(t — 0,852)

<
®

Xo1 \ 1
[xm(t) _ 0.70717 . O\g >(

xZH(t) o 0.3536

dhne

+08617[ %7072 |sin(1.41¢ + 1,3958) N \><

/f
LAX

e

0.3536 7 \/ \ S
/
x15(8)] _ [0.5315] . . 0.6093 7 . 1 \~
[XZH(t) = 102658 sin(t — 0,852) + —0.3047 sin(1.41t + 1,3958) | X, i _ _ _ _ _ _ _ _ _
o 2 a 6 8 10 12 14 16 18 20
. . t kod1.vlt
Xy (t) = ugCisin((2it + @oq) + Uz Cosin((,t + @) 1 1q1( )~ p”Speve od - v Hart
Xy (t) = ugq; (t) +uzq,(t) oe
Xu(t) = [t [ql Et;] v 0 ) L
q;(t), q(t) ... modalni soutadnice, vektor modalnich soutadnic -0.5
= Cisin(2.t + @o1) o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
H Czsin(.(lzt + (Poz) L Pz%(t) - prlspev_ek od 2._v|. tvarl,_l
0.5
° N
-0.5
-1 C L L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
> IR
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Ondrej Marek — KMS A
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Y 4 V4

Harmonické buzeni pro netlumeny systém:
Mx + Kx = fyel®t

odhad:
Xp = fe'®t . .obecné je f komplexni
Xp = —fw?e'@t

po dosazeni:
(K — w?M)f = f,
matice dynamické tuhosti R = (K — w?M) je v pfipadé netlumeného systému realnd, tudiz amplituda £ je redlné &islo pokud f; je redlné ¢.

G je matice dynamicke poddajnosti a jeji prvky g; vyjadfuji amplitudy vynucenych vychylek v misté j od jednotkové harmonicke sily v mistée /

2
-1 6—4w?
G=R 1= ad] R = 1 [6 — 4w? 1 ] 100 o 100 e
detR  4w?2—12w + 8 1 1.5 — w?
6 — 4w? 1.5 — w? ; ;
911 = = , _J »
4(w? - 1) (w? -2 w? —1)(w? -2 0
@~ D@ D)~ @ - D@ ~2) ; — —
912 = 921 = 4(0)2 _ 1)(0)2 _ 2) 50 50
1.5 — w?
= -100 -100
922 4((1)2 _ 1)((1)2 _ 2) 0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
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Ondrej Marek — KMS A
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Priklad — amplitudy vynucenych kmitu

ry(®)

r= Gfo 2
Lo [9n 912] [0] _ 912F2] 1
921 9221 |F, 9225
F, 0.025 k

r(w) = 42— D@2 —-2) (wZ—1(w?-2)

(&) = F(15-w?)  0.025(15-w?) *
)= 0 — D@2 —2) (@2 — 1) (w?—2) ;
pro w=1.4rad/s: 0 05 b Lo 2
o [rad.s™7]
G = [11.9792 —6.5104 (@)
—6.5104 2.9948
= [11.9792 —6.5104” 0 ] _ [—0.6510 2
—6.5104 2.9948 110.1 0.2995 j
1
r(w=1.4)=-0.6510m E , J J
r(w = 1.4) = 0.2995 m = —
1
-2
0 0.5 1 1.5 2
a)[rad.s'l]
gf ?c?ﬁé‘"‘lg'cay i ot 18
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Ondrej Marek — KMS A
TKMOST

Priklad — vynucené kmitani — modalni amplitudy

Harmonické buzeni pro netlumeny systém:
(K — (UZM)I' = fo

predpoklad:
r = Uc ... € je modalni amplituda (c; udava intenzitu, s jakou je i-ty vl. tvar zastoupen ve vysledné amplitudé vynucené vychylky)
(K — w?M)Uc = f, ... po pienasobeni UT zleva

(UTKU — w?U™U)c = UTf,
(A — w?Dc =UTf,
c=(A—w?DUTS, ... jelikoz je (A — w?I) diagonalni, inverze je jednoduchd, na diagonale jsou pFevracené hodnoty

1
gt
jelikoz plati:
r=Uc=U(A - w?D™1UTS,
r = Gfo
|ze psat vztah pro matici dynamické poddajnosti:
G=U-w?DUuT

socialni
dél
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Ondrej Marek — KMS

Priklad — vynucené kmitani — modalni amplitudy

modalni amplitudy pro w=1.4 rad/s:

[1 — 1.42 0 ]_1 0.7071 0.3536 H 0 ] _ [—0.0368
0 0.1

— (A _ 2D -10TF. —
¢=A-w D)7 UA 2—142] lo7071 -03536 ~0.8839

TKMOST

Cyr Cy(®)

po prvcich pro rlzné w:
- 0.0354
alw) =g mulh =175
1 —0.0354
_ Tf _
CZ(w)_Q%_wzquO_ 72— w2 . J L
Jelikoz r = U, Ize také psét:
o)
r = U1C1 + UZCZ = C,
0.0354 —0.0354 ° oe - e
_ [0.7071 N 0.7071 — 00368 0.7071] _ 0.8839 0.7071 o [rads™]
0.3536/1 — w? 1-0.3536] 2 — w? 0.3536 —0.3536
kontrola:
r = Uc
r= [0.7071 0.7071 [—0.0368 _ [—0.6510
0.3536 —0.353611-0.8839 0.2995
Amplitudy r vysly stejné jako pfimym vypoctem r = Gf
gf 2 “ r.. = D 0

fondvCR EVROPSKAUNIE  MLADEZE A TELOVYCHOVY  pro konkurenceschopnost
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Ondrej Marek — KMS A
TKMOST

Priklad — vynucené kmitani a partikularni reseni

X1(®
1
netlumeny systém buzeny silami jedné frekvence: 0.5 /\ (/\ /\\ /™
M+ Kx = fye” /N SN SN N
odhad partikularniho Fegent byl: / / \ /’ \ \ /
Xp = fe'®t 05/ \/ \/
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18
v zadani pfikladu je kosinové buzeni Xppl0)
Mx + Kx = F_ cos wt 0.4 : : _ _ . . .
xp(t) = rcoswt " \ 7\ 7\ \

xe(®) = [ 06510 coc ot 'O\\ '\ /\ |/ /N
0.2995 ° N/ NS N\

-0.4

t [s]
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