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SYSTEM S n DOF — RESENI V MODALNICH SOURADNICICH

Pohybové rovnice linearniho systému:
Mx+Bx+Kx=f

x =Uq U je modalni matice, vlastni vektory u,, u,,..., u, jsou sloupce v matici U
X1 q1
[E]:[ul un][il
xn CIn
x(t) = re'®t X - vektor fyzikalnich souradnice, r — vektor amplitud fyzikalnich souradnic
q(t) = ce'®t g - vektor modalnich souradnic, ¢ — vektor amplitud modalnich souradnic
x =Uq
X =Uq

Dosazeni do pohybovych rovnic:
MUq + BUq + KUq = f

UTMUg + UTBUq + UTKUq = UTf
Ig + UTBUq + Aq = UTf

Matice | a A jsou diagonalni. Pokud je i UTBU také diagonalni, pak se ze soustavy rovnic stanou skupina nezavislych rovnic o jedné neznamé

(1 'Ql
|ze také psat: UTBU = 27Q, kde (= Q=
n
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SYSTEM S n DOF - diagonalizovatelnost UTBU

Podminka diagonalni matice UTBU je v nasem piipadé vyzadovana z diivodu jednodussiho feseni a rozpadu soustavy rovnic na
nezavislé rovnice o jedné proménné.

Pozadavek UTBU = A, kde A zna&i diagonalni matici
plati AA = AA, protoZe A je také diagonalni (A = UTKU)
tedy:

UTKUUTBU = UTBUUTKU

KUUTB = BUUTK

uuT =M1

podminka diagonalizovatelnosti UTBU: KM~ !B = BM~'K

Co vyhovuje podmince KM~1B = BM 1K ?
nejjednodussi a Casto pouzivana: B = ¢;K

Caugheyho podminka

n<oo
B=M Z a;(M~1K)*
i=0
n=0: B =ayM
n=1: B =ayM + ¢4 K Rayleigho tlumeni (proporcionalni)
n=2: B = ayM + ;K + a, KM~ 1K
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SYSTEM S n DOF — RESENI V MODALNICH SOURADNICICH

Pohybové rovnice linearniho systému ve fyzikalnich souradnicich:
Mx+Bx+Kx=f

Pohybové rovnice linearniho systému v modalnich souradnicich:
q+20Qq + qu = U’f

e 011 0 - 07[441 [Q2 O - O0][%1 ulrF,
ﬂ”lo b 9“9 O 0 Ollda| 10 af w0l _ful|F
-Qn Qn 0 0 .Q% an ug Fn

n nezavislych rovnic pro n nezavislych systému
resi se kazdy modalni tvar zvlast (kazdy ma svoji Q)
Z matic M, B, K se ziskaji ekvivalentni matice pro modalni popis Q, U, T.

pro feseni v modalnich souradnicich je tfeba prevést i pocatecni podminky

xo = Uqp
bud qo = U™ 1x, Regeni:
T — T
nebo U MXO =U MUqO q]H — D] sin <.Q]t ’1 _ {]2 4+ (p0]> e—(ijt
qo = U'Mx,
. . 0t [1-c2 . (i [im2-¢))
do = UTMXO q]H _ ajelﬂjt 1 zje_zjﬂjt _ dje(l 1 Z] (])-Q]t
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SYSTEM S n DOF - redukce modelu A

x = Uq

q
U=[U, Ug] q= [qg]
x = Upqp + Ugqg

Pokud se vyhodnoti, Ze Ize vlastni tvary Ug zapomenout (rozmér Ug je n x k, rozmér qg k x 1), pak Ize systém s n DOF redukovat na n-k DOF.
Po redukci:

x = Upqp
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Ondrej Marek - KMS

Modalni souradnice - priklad

Priklad: Pfredepnuta hmotna struna s hmotnosti m, délky L se chova jako poddajna soustava. Diskretizujte
kontinuum dle obrazku na soustavu s r stupni volnosti a uréete vlastni frekvence systému a vlastni tvary.

L=1m; r=5; m.=0.2kg; P=100N

TKMOST

m,
a,
Maticovy zapis m,
.. — .
Mx+Kx =0 M = 0.04- Lo i
1
M="5.1 1200 —600 0 0 0 !
rXr 1
—600 1200 -600 0 0 I
L K= 0 —600 1200 -600 0 O m,
a= ] 0 0 —600 1200 -—600 |
0 0 0 —600 1200 :
2P P T :
— — 0 0 :
a a mn
- — 2_P 0 ]:an+1
_| a a
K= P
0 —
a
P 2P
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Ondrej Marek - KMS

Modalni souradnice - priklad

Maticovy zapis
Mx+Kx=0

Ziskani matic U a A v Matlabu prikazem:
[U,Lambda]=eig(K,M)

U=
-1.4434 -2.5000 2.8868 -2.5000 1.4434
-2.5000 -2.5000 -0.0000 2.5000 -2.5000
-2.8868 0.0000 -2.8868 -0.0000 2.8868
-2.5000 2.5000 0.0000 -2.5000 -2.5000
-1.4434 25000 2.8868 2.5000 1.4434

Lambda =
1.0e+04 *
0.4019 0 0 0 0
1.5000 0 0 0
0 3.0000 0 0
0 0 4.5000 0
0 0 0 5.5981

[eoNeNeNe)

Vlastni frekvence (s jednotkou Hz) Ize spocist z diagonalnich prvk
matice Lambda

frequencies= sqgrt(diag(Lambda))/(2*pi)

frequencies =
10.0900
19.4924
27.5664
33.7619
37.6565

TKMOST

Diagonalita matice U'™BU se fesSit nemusi, jelikoZ B je nulova
matice.

Maticovy zapis v modalnim tvaru
q+Aq=0

Je treba prepocdist pocatecni podminky z fyzikalnich souradnic do
modalnich

X,= [0.02 0.04 0.06 0.04 0.02]"
vo=[0 0 0 00

qo — UTMXO
qo = UTMVO

qo = [-0.0172 -0.0000 -0.0023 -0.0000 0.0012]T
qgo=[0 0 0 0 O]

rovnice lze fesit po jedné od prvni vlastni frekvence po n-tou

qiu(t) = Ay cosQt + By sin Qqt
q14(0) = A; = g9, = —0.0172
511H(0) = B;Q4
do1
Bi=——=0
1 -Ql
g1y (t) = —0.0172 cos 63.40t

evrops“y -
socialni
[~ 4 fondvCR EVROPSKA UNIE

> _.-' TECHNICKA
. UNIVERZITA
I Y V LIBERCI

ERETANE W
OP Vadéldvini 7
pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Ondrej Marek - KMS

Modalni souradnice - priklad

2. vlastni tvar

qou(t) = A, cos Q,t + B, sinQ,t
q25(0) = A3, =qp2 =0
QZH(O) = B,Q,

o2
B, = — =
2=, 0
() =0

3. vlastni tvar
qz3u(t) = Az cos Qzt + B3 sinQst
q3u(0) = A3 = qo3 = —0.0023
%H(O) = B33

qo3
By =7 =0
qsy(t) = —0.0023 cos 173.2t

a podobné:

qsu(t) =0
qsy(t) = 0.0012 cos 236.6t

TKMOST

Prechod zpét do fyzikalnich souradnic

x(t) = Uq(t)
x1(t) q1(t)
xs5(t) qs(t)

x1(t) = —1.4434q,(t) + 2.8868q;5(t) + 1.4434q<(t)
x,(£) = —1.4434 - (—0.0172) cos 63.40t + 2.8868 - (—0.0023) cos 173.2¢
+ 1.4434-0.0012 cos 236.6t

x1(t) = 0.0249 cos 63.40t — 0.0067 cos 173.2t + 0.0018 cos 236.6t
x,(t) = 0.0431 cos 63.40t — 0.0031 cos 236.6t
x3(t) = 0.0498 cos 63.40t + 0.0067 cos 173.2t + 0.0036 cos 236.6t
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Ondrej Marek - KMS
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Prubéh modalnich souradnic v ¢ase
a,)
0.02 ‘
0
x(t) dle u; x(t) dle ug x(t) dle ug
-0.02 -
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
a,(0) I | I l I 1
0.02 ‘
o ¢
0
0.02 \ \ \ \ \ \ \ \ \ I | I o) [ I 4) |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
a,(®) i i " ’ i i
0.02 ‘
= A L 0] A L e
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0.02 \ \ \ \ \ \ \ \ \ o) b
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 L < L 4 L q A
q,®
0.02 ‘ L l L 4 L i
o ¢
0 L < = 4 L =]
0.02 \ \ \ \ \ \ \ \ \ b Y
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
a:()
0.02 ‘
0
0.02 \ \ \ \ \ \ \ \ \
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X

Xy dle u

Priklad (struna) - grafy

Ondrej Marek - KMS
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TKMOST

Modalni souradnice — priklad — pridano tlumeni

Uvazujme proporcionalni tlumeni. Pouzijeme tedy pohybovou
rovnici v nasledujicim tvaru a zvolime matici {

q +20Qq + Q%q = U'f
{ = diag([0.01 0.02 0.04 0.05 0.08])

Pro ilustraci Ize zpétné vypocist matici B, neni vSak tfeba ji znat
200 =UTBU
B=UT2tQu™! = MTU27QU™

B=M"*U*2*Zeta*Omega*U*M

B =0.5763 -0.3744 0.0761 -0.0481 0.0540
-0.3744 0.6524 -0.4225 0.1301 -0.0481
0.0761 -0.4225 0.7064 -0.4225 0.0761
-0.0481 0.1301 -0.4225 0.6524 -0.3744
0.0540 -0.0481 0.0761 -0.3744 0.5763

Homogenni reseni j-tého tvaru ma obecné tvar:

qjy = D;sin (th fl — (].2 + ¢0j> L

Ten lze prepsat také jako:
qjy = e Nt (Cj cos (th /1 — (]2) + S; sin (th ,1 — Cf))

Z divodu, Ze pocatecni podminky jsou zaddny v case t=0 (zpravidla
byva), sin0=0 a e%=1.

Gy (t) = e $1fht <61 cos (Qlt /1 — cf) + S, sin (Qlt /1 — cf))

q14(0) = C; = qoy = —0.0172

G11(0) = B1 Q4 ,1 - (12

B, = do1 —0

Co1-3

g1y (t) = —0.0172¢79634t ¢0563.39¢

q2y(t) =0
g3y (t) = —0.0023e7%9t cos 173.1t
qap(t) =0

qsy(t) = 0.0012e 7189 c0s235.8¢
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Ondrej Marek - KMS

Prubéh modalnich souradnic v ¢ase — tlumeny systém

q,(®)
0.02 ‘
0.01
0
-0.01
-0.02 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.55 0.6 0.7 0.8 0.9
q,(t
0.01 ‘
0
-0.01 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
a,(t)
0.01 ‘
0
-0.01 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
a,(®)
0.01 ‘
0
-0.01 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
a5(t)
0.01 ‘
0
-0.01 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

TKMOST

~ .
’\K% :
E
) 5
gf i el - I
socialni
OP Vzdéldvini
- fondvCR  EVROPSKA UNIE 0 Hondwanosschopsost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

TECHNICKA
UNIVERZITA

pvwwiutc

12



Ondrej Marek - KMS
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Rozvoj pomaoci vlastnich tvaru
X
0.05
Xy dle u
X, dle U, Uy, Ug
0.05 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X2
0.05 X, dle u
X, dle Up,Uy,Ug
O [ —
0.05 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X3
0.05 Xq dle u
Xq dle U, U, Ug
I \/ v
0.05 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
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Ondrej Marek - KMS
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Numerické reseni soustavy lin. diferencialnich rovnic druhého radu

g + 2004 + Q2q = UTf

o= 3
o=
Q=A-Q+B-f

il =[-az ool lal +[71v

| ... jednotkova matice rozméru nxn

O ... nulova matice rozméru nxn

Pokud je zndm vektor Q(t), coZ jsou vétSinou pocatecni podminky
Q(0), pak Ize dle rovnice Q = A - Q + B - f spoditat Q(t).
numerickou integraci se ziska vektor Q(t + At) a vypocet mUze
pokracovat stale dokola.

[ awar
Q(t) » Q(t) —— Q(t + At) - Q(t + At) — -

function Xt = CV09_st_popis(t,X,f,U, Omega, Zeta)

n=size(Omega,2);
Xt = [zeros(n,n) eye(n); -Omega”2 -2*Zeta*Omegal*X + [zeros(n,n); eye(n)]*U"*f ;
end

QO = [q0; qOt]; % pocatecni podminky zapsany do matice

T=1; %
=[0,0,0;0;0];
u=U(:,1);
zeta=0.1

options=odeset('reltol',1e-8,'abstol',1e-8);
[t,Q1] = ode45((@(t,y) CV09_st_popis(t,y, f, U, Omega,Zeta)), [0,T],Q0,options);
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