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Napétovy vektor 3d
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Diky Wikipedia za obrazek.

Zatizené téleso rozdélime myslenym
rezem na dveé ¢asti. Na malou plosku
v okoli materialového bodu P pUlsobi
napétovy vektor T"(n, x, t), ktery je
spojitou funkci soufadnic x(x;,x,,X;) ,
normaly n a Casu t. Na druhou cast
fezu pUsobi stejné velky vektor
opacného smyslu.

Napétovy vektor mizeme rozloZit na
slozku do sméru normaly o, a do
sméru tecny k rfezu T,,.

Velikost o, je dana skalarnim
soucinem napétového vektoru a
vektoru normaly, velikost sloZzky T,
dopocitame z Pythagorovy véty



Napétovy vektor 3-d

Méjme néjakou plosku dS mysleného rfezu zatizenym
télesem. Zvolme souradny systém tak, ze ploska lezi v
roviné (x,, x;) a 0sa x, je na ni kolma. Na plosku pusobi
vysledny napétovy vektor t, [Pa] a tedy vysledna sila
t,ds.

Tuto silu t, dS mizeme rozlozit na dvé slozky (Cervené)
* slozku ve sméru normaly ,, dS=c,, dS
* slozku ve sméru tecCny t,dS (lezi v roviné
(xy X))
Tecnou slozku mUzeme dale rozlozit do sméru
soufadnych os x; a x; (hnéda barva) tj. na
c,; dS a o, dS.
Napétovy vektor t, tedy miZeme zapsat jako soucet:
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Cauchyho zakon napéti — deformovana konfigurace
Cauchyho skutecné napéti
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Ctyfstén je vyfiaty myglenymi fezy ze zatizeného deformovaného télesa. Na jeho pfedni stranu
o plose da plsobi napétovy vektor t" =(t,(, t,1, t,(M) a vysledna sila t") da kterd musi byt v
rovnovaze se silami na ostatnich ploskach ctyrsténu, kde jsme pfrislusné napétové vektory
rozlozili na slozky ve sméru souradnych os. Slozkové podminky rovnovahy:

t"da = o,,n,da+o,,n,da+o,n,da, atd.

=) [o]. 8j={e] tr




Obecna rovnice roviny

V obecné rovnici ax + by + cz + d = 0 roviny 6, urCené bodem P[p1; p2; p3] a
normalovym vektorem n = (n1; n2; n3), odpovidaji koeficienty a, b, ¢ souradnicim
jejiho normalového vektorun; a=nl,b=n2ac=n3.

Urcete obecnou rovnici roviny ABC, kde A[2; -2; 1], B[1; -1; 4] a C[O; O; 1].
Regeni

Nejprve ur¢ime normalovy vektor této roviny. Ten vypocitame jako vektorovy
soucin vektort AB a AC. AB={-1; 1; 3}, AC={-2; 2; 0},

AB x AC = {-6; -6; 0}.

Podle predchazejici véty tento vektor urcuje koeficienty a, b, c obecné rovnice
roviny ABC. Ta pak vypada nasledovné:

-6x-6y+0z+d=0.

Zbyva dopocitat koeficient d. Ten ziskame, dosadime-li do rovnice souradnice
nékterého z bodl A, B, C. Pro jednoduchost zvolime bod C a dojdeme k d = 0.
Hledana obecna rovnice ma tvar:

-6x - 6y = 0.

Vyslednou rovnici si snadno miZzeme ovérit dosazenim souradnic bod( A a B.



Normala k plose a vektor napéti

Plocha S urcena rovnici f(x,,x,,x3)=0 ma ve svém regularnim bodeé Q(x,,, X, X3,) normalovy

vektor .
nQ)= aaa Vi = ﬂ§1+i§2+ﬂ§3
ox 0%, X |, oX, ~ OX, OXq

nebo jeho (libovolny) nenulovy nasobek, normala plochy S v bodé Q je pak primka, ktera
prochazi bodem Q a jejimz smérovym vektorem je normalovy vektor plochy v daném bodé.
Vektor normaly je kolmy k teCné roviné plochy S vedené bodem Q.

Je-li ve specidlnim pripadé plocha S rovinou o rovniciax+ by + cz+d =0, potom jejim
normalovym vektorem (v kterémbkoliv jejim bodé) je (a, b, ¢) a je to vektor kolmy k roviné S
(ktera je sama sobé te¢nou rovinou).

XX, X. 0

[c]=]| x; 0 =X, | vbode P(x;), najdeme napetovy vektor v bode Q(1,0,-1) na plose

0 -x, 0
1
f (X, X, %5) =% —X; — X3 =0 = Vf ={1,—2x2,—2x3}T,VfQ:{1,0,2}T,‘VfQ‘:\/§,rTQ=% 0%,
2
(-1 1 0] -1
1 0 o], {t}Qz[G]Q{n}Q=% 1 {, velikostt},| = y2/5[ Pa]
0 0 0] 0




Priklad

3 1 4
[0y]=|1 2 -5| [Pa]vbodsP.
4 5 0

(a) v tomto bod¢ urcete vektor napéti {t} , ktery pasobi na element plochy rovnobézny
s rovinou 2X, + X, — X; =1 a uréete tthel mezi napétovym vektorem a normalou Kk roving.
2 3 1 412 1.2247
Smérové kosiny normaly k roving: {n}= % 1 ¢+, napétovy vektor{t} = % 1 2 5131 ¢:=13.6742[Pa].
-1 4 -5 0]|-1 1.2247
cosd = 60=1056, 6=605

(b)uréete norméalné a smykové napéti v oktahedrické roving jdouci danym bodem. Oktahedricka rovina svira se viemi

Uhel 9 mezimat: me T =t

1 4.6188
osami stejny Uhel @ = 3cos’a =1= {n,, } = % 1+. Napg&tovy vektor v okt. roving {t,.} =[o]{n,} =1 -1.1547 ;[Pa];
1 -0.5774

e = 1t} Ny} =1.6667[Pa], oktahedr. smykové napéti dopocitéme z,, = |G| — 0% = 4.4969[Pa].

(c) Ur¢ete hlavni napéti a hlavni sméry:
Matlab: sig=[3 1 4;1 2 -5;4 -5 0]; [v,D]=eig(sig);
= -0.4018 -0.7615 0.5086 = -5.7382 0 0

0.5330 -0.6461 -0.5463 0 3.5776 0
0.7446 0.0516 0.6655 0 0 7.1606



-lam® + 5 lam? + 36 lam - 147

Pomoci charakteristické
rovnice a invariantu: | | : 5 | e
poly(sig) = Y
1.0000 -5.0000 -36.0000 147.0000
lam = roots( poly(sig));
lam = -5.7382

7.1606

3.5776




clear

sig=[3 1 41 2 -54 -5 0] %maticetenzoru napeti

%vypocet vlastnich vektoru a vlastnich cisel tj hlavnich napeti a hlav smeru
% kosiny hlavnich smeru jsou ve sloupcich matice V

[V LAM]=eig(sig);

%vypocet pomoci charakterist.rovnice - radek koef. charakt polynomu od nejvyssi
%mocniny

char_rov=poly(sig)

%vlastni cisla matice tenzoru napeti (hlavni napeti)
lam=roots(poly(sig))

%vlastni vektory

I=eye(3); %jednotkova matice

hlav_sm=[];

for k=1:3

A=sig-1*lam(k); % odecteni vlast cisla od diagonaly sig, matice A je singularni
Z=null(A); %vypocet odpovidajiciho hlav. vektoru pomoci null
%plati 2'*Z=1; A*Z = zanedb ~ 0 vektor

hlav_sm=[hlav_sm Z];

end



Okrajové podminky pro tensor napéti

t Oy Oy Oz ||y

[6] {n} = {t,t=|0, 0, om,|{n,} plativkazdem bode

Cauchyho zakon {t}
[ O13 Oy Og3 | (N5

materialu a tedy i na povrchu (okraji) telesa. Na okraji tedy {t}0 representuje povrchove sily

kr
na jednotku plochy a {n}Okr je vnejsi normala na povrchu telesa.
V pripade, ze na teleso v danem miste nepusobi zadne vnejsi sily [o] {n} ={0 0 0} .

PRIKLAD: Okrajem telesa je rovina (x,,X,) s vnejsi normalou &, tj. {n} ={1 0 O}T,

-1 1 -1
na rovinu pusobi tlak o velikosti p= {t} = p< 0 . Pro tensor napeti plati:[cy]T Ot=p4 0=
0 0 0

»
B

o, =—P, 0, =0,0, =0 napovrchu.
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Cauchyho skutec¢né napéti a 1. Piola-Kirchhofflv nominalni tenzor napéti

Eﬁ

Cauchyho skute¢né napéti ¢ puisobi na element plochy da v deformované konfig.

Vysledna sila v def. konfig. df=tda=onda, kde t(x,t,n) je Cauchyho skute¢ny napét'ovy vektor v def. konfig.
Vysledna sila v def. konfig. df=TdA, kde T(X,t,N) je tzv. nominalni napétovy vektor v nedef. konfig-

téz nékdy prvni Piola-Kirchhoffiv napét'ovy vektor.

tda=TdA = onda=TdA.

Definujeme prvni Piola-Kirchhoffiv tenzor napéti, nebo téz tenzor nominalniho napéti P(X,t)
POXHON =T(XEN) = P(X,t)NdA=T(X,tN)dA = P(X,t)NdA=¢(x,t)nda,

pak pomoci Nansonova vztahu: dan=J dAF N

mazeme vyjadiit P=JoF " atedyic=J"'PF' =¢' = PF' =FP'

tj. prvni P - K napétovy tenzor neni symetricky a ma tedy 9 nezavislych slozek.



Pfiklad: Deformace télesa je popsana vztahy x,=-6X,, x,=1/2X,, x,=1/3X;.
Cauchyho tenzor napéti ma jedinou nenulovou slozku ¢,,=50MPa, normala v
deformované konfiguraci je n=e,. UrCete Cauchyho napétovy vektor t, Piola-
Kirch. vektor napéti T a prvni P-K napétovy tenzor P.

>>F=[0-60;.500;00 1/3] >> Nanson=JA-1*F'*n Nansonova formule
F= 0 -6.0000 O Nanson = 0.5000 daJ'F'n=dAN.,
05000 0 O 0 . o
0 0 0.3333 0 15k N,
>> 5ig=[0 0 0;0 50 0;0 0 O] . N=e,; da=40%+=dA{n, ¢,
sig=0 0 0 215 ,
. J \ 3)
0 50 0 >> N=[1;0;0] 1 1
0 0 0 Ne 1 15k 1
>>n=[0;1;0] 0 da=<0;=dA<0},
n= 0 2
0 0 0
1 . < J < J
) >> T=P"N da = 2dA
= 0
>> J=det(F) 100
J= 1 0 Napétové vektory t a T maji stejny
>> P=J*sig*(inv(F))’ >> t=sig*n smér, velikost T je 2x vétsi, nez velikost
P=0 0 O = 0 t, nebot deformovana plocha da je 2x
100 0 O 50 vétsi nez nedeformovana plocha dA.

0 0 0 0



Pfiklad: v souradném systému x,, x,, X3 s bazovymi vektory e,, e,, e; jsou slozky
Cauchyho tenzoru napéti dany v matici [c], urCete slozky tenzoru napéti v nové
ortonormalni bazi s bazovymi vektory e;” ,e,” , ;" .

1 4 -2
| « 1
[c]=| 4 0 0 |[MPa], e2:f(el—es),e?,:§(2e1—e2+2e3).
-2 0 3

~

*[0.7071 0 -0.7071]" Projekce tenzoru druheho fadu A
e, =[0. -0. )

e, =[0.6667 -0.3333 0.6667]". na ortonormalni bazi vektori e,
e,” =e," xe; e JAe
e,” =[-0.2357 -0.9428 -0.2357]". Ay =€°Ae;.

Vektory e,” ,e,”, ;" usporadame do
ortonormalni matice:

>> E=[el e2 e3];

>> new_sig=E"*sig*E

new_sig(i,j)=

1.7778 -2.3333 -2.1999
-2.3333 4.0000 -1.8856
-2.1999 -1.8856 -1.7778



Alternativni tenzory napéti

Prvni Piola-Kirchhofftiv tenzor napéti P =JoF ™'

Kirchhoffav tenzor napéti - hlavné v plasticité, je v prostorovém
popisu t=Jo.

Druhy Piola-Kirchhoffiv tenzor napéti S ve vypoctové mechanice
a v konstitutivnich rovnicich. Je v materialovéem popisu

S=FtF ' =JF'eF ' =F'P=S'".

Biotdv tenzor napéti - nesymetricky, v materialovém popisu

T, =R'P, kde R je matice rotace F=RU, atedy T, =R'FS = US.

Tenzory v intermedialni konfiguraci:
Korotovany Cauchyho tenzor napéti 6, = J “USU =(UF *)6(F 'U)=R"oR.

Mandeltv tenzor napéti X=CS pro neelastické maaterialy.



