Polarni rozklad deformacniho
gradientu a tenzory pretvoreni



e https://en.wikipedia.org/wiki/Finite_strain_theory



Deformacni gradient

/—_\

U(X.t) = u(x,t)

P(X,X,, X;)=materidlovy bod v nedeformované
(referenc¢ni, materidlové) konfiguraci ,Q

P’(x,,x,,X5)=materidlovy bod v deformované
(prostorové) konfiguraci ,Q

By U(X,t)=u(x,t)=x-X je posuv bodu P
O
)A Ea & X %2 Deformace bude zcela popsana, jestlize budeme ke
X, 1 o kazdému bodu P znat jeho polohu po deformaci P’

Musi tedy existovat jednoznacné zobrazeni ¥ mezi souradnicemi nedeformovaneé a deformované

konfigurace :
x = y(X,t)ainversni vztah X = y 7 (x,t).

ox, ox O

oX, X, X,

Deformacni gradient: F = M F!= M F— K oKX X
oX OX oX, oOX, oX,

OX;  OXy  OXq

| OX, 0OX, OX,

, dx=FdX.



Multiplikativni rozklad deformacniho gradientu F
Pfetvoreni kontinua je rozdéleno do dvou fazi, jako prvni se uplatni tenzor,
ktery je v rovnici vpravo.

‘Pak rotace




F=RU=VR
tenzor rotace R popisuje nataceni kontinua a tenzory
protazeni U a V popisuji deformaci kontinua

* Tenzorrotace R

* Pravostranny symetricky tenzor protazeni U

* Levostranny symetricky tenzor protazeni V
 Determinant ortonormalniho tenzoru rotace det(R)=1
 Tenzory protazeni jsou symetrické a pozitivné definitni

e Jakobian J=det(F)=det(U)=det(V)>0 (vyjadfuje zménu objemu a
nezavisi na R)

* Vlastni Cisla U a V jsou stejna = hlavni protazeni
* Pravy Cauchy-Greenlv symetricky tenzor pretvoreni C=F'F

[Fl=[RIV]=[R]=[FILT". [RI'[R]=[1]=|[FIU]"

Fl=
U] =[u]" = [U"[FT[FIU]" =[1]=[c]=[u] =[u]=[c]




Urceni vlastnich cisel a vlastnich vektor( (modalni matice) tenzoru

pretvoreni C

Odmocnéni C a uréeni vlastnich cisel U a V (hlavnich protazeni)

Ndavrat do puvodniho souradného systému, urceni matice rotace R

F =deformacni gradient
1.0000 0.4950 0.5000
-0.3330 1.0000 -0.2470
0.9590 0 1.5000

C=F'*F

C =Pravy Cauchy-Green tenzor
pretvoreni

2.0306 0.1620 2.0208
0.1620 1.2450 0.0005
2.0208 0.0005 2.5610

[u,c]=eig(C)
u =modalni matice C (i U)(vlastni
vektory tenzoru C= hlavni sméry)

0.7483 -0.0679 0.6599
-0.1206 -0.9921 0.0347
-0.6523 0.1056 0.7506

¢ =na diagonale matice jsou
vlastni Cisla C
tj. kvadraty hlavnich protazeni

0.2429 0 0
0 1.2561 0
0 0 4.3376
U=sqrt(c)
U =pravostranny tenzor v hlavnich
protazeni A,
0.4929 0 0
0 1.1207 0
0 0 2.0827
U=u*U*u’

Vyndsobeni modalni matici —
navrat do plvodniho sout. syst.
U=
1.1880 0.0787 0.7829
0.0787 1.1128 -0.0244
0.7829 -0.0244 1.3955

R=F*inv(U)

R = matice rotace
2.0288 0.4417 0.2401
-0.6756 0.8923 -0.1186
1.9456 0 0.7202

V=F*inv(R)

V =levostranny tenzor protazeni
1.0269 0.1090 0.6547
0.1090 1.0386 -0.2852
0.6547 -0.2852 1.6309

[v,V]=eig(V)

v =modalni matice V
-0.5053 -0.7353 -0.4517
0.1779 0.4234 -0.8883
-0.8444 0.5292 0.0832

V =levostranny tenzor v hlavnich
protaZenich A,
2.0827 0 0
0 0.4929 0
0 0 1.1207



Analogicky muzeme vyjit od rozkladu F na rotaci
a levostranny tenzor protazeni :

[FI=[V][RI=[RI=VI*[F]. [RIRT =[1]= [V [FI[IVI*IF]] =[1]
VT =[VI = VITFIFT V] =[1= [b]=[v] = [V]=[b]. kde [o]=[F][F]

Ve vztazich nyni vystupuje levy Cauchy-GreenQv tenzor pretvoreni b=FF.

b=F*F’
b = levy Cauchy-Green V=sqrt(b)

1.4950 0.0385 1.7090 V =levostranny tenzor protazeni v
0.0385 1.1719 -0.6898 hlavnich smérech

1.7090 -0.6898 3.1697

0.4929 0 0

[v,b]=eig(b) 0 1.1207 0
v =modalni matice V 0 0 2.0827
-0.7353 0.4517 0.5053

0.4234 0.8883 -0.1779 V=v*V*y'

0.5292 -0.0832 0.8444
V =levostranny tenzor protazeni

b = levy Cauchy-Green v hlavnich smérech v plivodnim systému
0.2429 0 0
0 1.2561 0 1.0269 0.1090 0.6547
0 0 43376 0.1090 1.0386 -0.2852

0.6547 -0.2852 1.6309



Invarianty symetrickych tenzort druhého radu — hodnoty,
které se zachovavaji pri transformaci souradnic

| = f(gij): f(gi;).
Pi.. Hlavni invarianty tenzoru malych ptetvoieni &;:

Ur&eni vlastnich ¢isel: det (e —AI)=0 =

&y —A &1p &13
det Epy — A &y |=0 :>/13—|1/12—I—|2/1—|3=0,
sym Egg— A

|, =&, + &, + &y =&, =Stopatenzoru g;, 1, =tr(g;).

& & & & & & ; )
1, :det( H 12j+det( # 23]+det( H 13} kvadrat. invariant.

& &y €y E33 &3 &3

I, = det(gij) kubicky invariant.



Invarianty pravého Cauchy-Green tenzoru pretvoreni




Greenuv-LagrangeUv tenzor pretvoreni

OX. & X
dx = FdX :>dxi—ax' dX —FdX =d <X, [F]d X,

. X, X,
Délka Gsecky v nedef. konfig. dL = |dX||= /dX «dX , nebo téz
(dL)* =d{x} d{X}.
Délka (secky v def. konfig. (dI)" =d {x}' d{x}=d {X} [F] [F]d{X}=
(dl)2 :d{X}T [C]d{X}. [C]= [F] | F | symetr. pozit. def. Cauchy-Green

(d) =(dL) =d {x}" ([C]-[1])d{x} =2d{X}" [E]d {X}, kde

[E]= %([C] —[1 ]) = symetricky Greentiv-Lagrangetiv tenzor pietvoieni



Lagrangeovské a Eulerovské tenzory pretvoreni

Lagrangeovskeé:
Greenav E =1(FTF—|)=1(C—|)=1(UZ—|).
2 2 2

Biotav B=U -1.
Henckyho H =In(U).

Eulerovské:

Almansiav e :%(I— F‘TF‘l) = %(I—V‘Z).

Tenzor malého pietvoreni gzé(RU —UR' )—I, neni invariantni vzhledem Kk rotaci.



Determinant deformacniho gradientu F

M¢éjme tii délkové elementy v nedeformované konfiguraci, které nelezi v jedné roving:
dX ¥, dx @, dx®, odpovidajici délkové elementy v deformované konfiguraci budou:
dx"”) = FdX ", pak objemy v nedef. a def. konfiguraci budou:

Xm(l) dxl(Z) dxl(3)
dV=dX Vs dX @ xdX @) = det| dx,”  dx,® dx,* | a
dxg(l) dXS(Z) dx3(3)

dv = dx® o dx @ dx¥ ) = det| dx,”  dx,®  dx,® |=det(F)dv =Jdv.
dX3(1) dXB(Z) dx3(3)

Jakobian transformace J = det(F )= :—\\; ma tedy i fyzikalni vyznam - je to zména elementu

objemu pri deformaci kontinua.
J>0, pokud je J=1, pak jde o tzv. izochorickou deformaci (objem se pii deformaci nezmeéni),
nebo mize jit o translaci ¢i rotaci kontinua jako tuhého celku.



Nansonuv vztah — transformace plosného a
objemového elementu

Méjme element plochy dA s
jednotkovou vnéjsi normalou N
v nedeformované (referencni,
materialové) konfiguraci

Po deformaci bude tento
element v deformované
konfiguraci da s vnéjsi
normalou n

Podobné pro element objemu
dV v nedeforrmované a

dv v deformované konfiguraci

dan=JdAF N,
dv = JdV.

dA =dA N ;
The reference and current volumes of an element are

dV =dA" -dL; dv=da"-dl
where ] = F - dL.

Therefore.

da’ -dl =dv=JdV =JdA" -dL

ar,

da’ - F.dL=dv=JdV =JdAT .dL

50,

da” - F = J dAT

So we get

da=JF7T.dA

ar,

dan=JdAFT.N O

da = da n

dL=element délky v nedeformované
konfiguraci



Vypocet prvku inverzni matice primo

Existujejesté jiny zplisob vypoctu inverzni matice - pomoci determinantii a subdeterminantii.
(~1) - | Ayl
Matice A~ 'ma prvky @i jkde 7je fadek a Jje sloupec pak | AI , kde

|"'1Jlf|je subdeterminant ziskany z matice .Avynechanim J-tého fadku a 2-tého sloupce, |_1’
je determinant matice ..

i j =



Podminky kompatibility

Lagrangeovské i Eulerovské tenzory pretvoreni maji v 3-d Sest nezavislych slozek,
které jsou odvozeny z vektoru posunuti U pomoci Sesti rovnic

U, U, au, U,

2E,, = +
oX, OX, OX_ OXy

Vyloucime-li slozky posuvu z téchto rovnic dostdvdame tzv. rovnice kompatibility,
které musi splfiovat slozky tenzor( pfetvoreni, aby z nich bylo mozno dostat
integraci slozky posuvu

Pr. Pro mala pretvoreni a rovinnou deformaci (plane strain) plati

OX, E

ox> X’ OX,OX,

2 2 2
511:%,522_% &, ;{aul_FGUZ}’:& 811+8 €2 _9 0°&y,
X X

Pro 3-d pfibudou ke trem rovnicim stejného typu, jako je rov. pro 2-d, dalsi tfi
rovnice typu

sy 0 {agzg +agl3_aglz}

XX, X | X OX, OX,



