Posuvy, rychlosti a zrychleni



Pole posuvu

* Vektorové pole posuvu U(X,t) je funkci referencni pozice X a
casu t, je v materidlovém (Lagrangeovském) popisu

U(X,t) = x(X,t) - X

e Vektorové pole posuvu u(x,t) v prostorovém (Eulerovském)
popisu je funkci okamzité polohy x a Casu t

u(x,t) = x - X(x,t)

U(X,t) = u(x,t)
obé funkce maji stejné hodnoty, avsak jsou to funkce
rozdilnych argumentu



Pole rychlosti a zrychleni v materialovém popisu

* V mechanice pevnych téles jsou pohyb a deformace kontinua
popsany pomoci pole posuvu

* V mechanice tekutin jsou hlavni veliCiny pole rychlosti a

zrychleni
* Prvnia druha derivace pohybu y(X,t) jsou pfi X konstantnim:
oX( X,t oy (Xt
x=x(Xt)=>V(Xt)= (X.1) - 2(X.1)
at X=konst at X=konst

oV (X,t) 0°x (X, 1) 0%y (X,1)

A(X,t) - = > = >
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Casto zapisujeme materialovou ¢asovou derivaci jako ~ = -
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Rychlost a zrychleni v prostorovych souradnicich

Prostorovou rychlost v(x,t) a zrychleni a(x,t) dostaneme dosazenim
prostorovych souradnic x za X do materialovych velicin V(X,t) a A(X,t)

x=yx(Xt)=X="(xt)=
V(Xt)=V(2 (x1).t)=v(xt), A(Xt)=A(z*(xt).t)=a(xt),

Priklad: Stanovme rychlost a zrychleni v materialovém a prostorovém popisu:
Je ddno: x;=X,(1+at3), x,=X,, x;=X;, kde a >0 je konst.

Rychlost dostaneme derivaci slozek x, podle casu pri konstantnich slozkach X;:
Rychlost v materidlovém popisu:V, = 3at?X,; ,V, =V, =0,

Rychl. v prost. Popisu dostaneme dosazenim za X;: v,=x,3at?/(1+at3)

Zrychl. v mater. pop. : A= 6atX, ,A, =A; =0,

Zrychl. v prostor. pop. po dosazeni za X;:  a,= x,6at/(1+at3)

Rychlost a zrychleni se musi v obou popisech shodovat: kupfr. ¢astice, ktera
byla v ¢ase t=0 v bodé X( 1,1,1), je v Case t=2 v bodé x(1+8a,1,1).

V,=12a, v;= (1+8a)120/(1+8a) = 120,

A;=12a, a,= (1+8a)12a/(1+8a) = 12a,



Priklad:Jsou dany prostorové slozky rychlosti kontinua, urcete rychlost v
materialovém popisu a zrychleni v materialovém i prostorovém popisu.

X, 2X, 3X,
Vi=—Vo=— V= —-,
1+t 1+t 1+t
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, to je diferencialni rovnice prvniho fadu
X=konst

=

= x, = (1+t) (X, X,, X;),

ko
X=kons
pocat. podm. v ase t=0 je x, = X; = f, (X, X,, X;) =X,

a tedy: x, = (1+1) X, a podobné x, = (1+1t)" X,, x, = (1+1)’ X,

Dalsim derivovanim podle t pfi konst X dostaneme rychlost a zrychleni

v materialovem popisu:

V=X, V,=2(1+t)X,, v;=3(1+1)" X,

a, =0,a,=2X,, a,=6(1+t)X,.

Po dosazeni prostorovych souradnic x,za X, dostaneme veli¢iny v prostor. pop.



Materialova derivace v prostorovém popisu

Mg&jme funkci v prostorovém popisu ¢(X,t) = ¢(X(X,t),t).

Mater. derivace podle ¢asu t pti X konst:
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Priklad: v bodé x prostorové konfigurace je jista fyzikalni veliCina ¢ spojena s
pohybem kontinua dana vyrazem:

1
¢==exp(—-at), r=|x|=0,a=konst,
r
Pole rychlosti v prostorovem popisu: v, = X, X,t, Vv, =Xt, Vv, =X,Xt.

Urcete materialovou rychlost zmény ¢ v bodé (0,a,0).

D9 _ % | vevy =22

= —_ +VeQrado,,
Dt ot ot gradd,
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ot r )
%:—%(aﬂzt)exp(—at), v bodg (O,a,O)%:—(lﬂ)exp(—a’[).



Priklad: kotouc rotuje konstantni uhlovou rychlosti w, urCete obvodovou
rychlost a dostredivé zrychleni Castice, ktera se nachazi na polomérur.

Castice, kterd byla v ¢ase t=0 v bodé P je v ¢ase t v bodé P’.
Stanovme x(X,t):

X, (X,t) =rcos(a+wt) =X, coswt — X, sinat,

x2

(
, (X,t)=rsin(a+awt) = X, sinat + X, cosat,
(

X,t)=—w(X;sinet+ X, cosat) = v, (X,t) = —woXx,,

V, (X,t)=w(X,cosat— X,sinat) =v,(x,t)=wx,
|V| = a)«/xf +XF = a)r,|V| = a)«/Xf +X? = ar,

Slozky zrychleni dostaneme derivaci V, a V,, nebo také pomoci gradv jako material. derivaci %:

A (X,t) =-o" (X, cosat — X, sinat) = a, (X,t) = —w’x,,
A (X 1) =—o" (X, sinat + X, cosat) = a, (X,t) = —w°X,, Al =|al = @°r.
A
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Jak se méni néktera tenzorova pole s casem

Prostorovy gradient rychlosti l(x,t) je nesymetricky tenzor druhého radu

[(x,1) = ov(x,t) v

=gradv(x,t) =1 =—2.
OX gradv (x,t) = L X,
Materialova ¢asova derivace deformacniho gradientu je rovha materialovému
gradientu rychlosti
: oy (Xt oy (X,t oV (X,t :
F(x,t)zﬁzg M _ 0 75( ) _ ( ):GradV(X,t):FaA:ava,
Dt ot oX oX ot oX oX ,

V dUsledku postupného parcialniho derivovani slozené funkce dostaneme:

|(X,'[) — 8V(X,'[) _ 5;{()(,'[) oX _ 0 (aZ(X’t)jFl _ I':F—l — F —_IF
OX oX ox ot oX




Aditivni rozklad gradientu rychlosti na symetrickou a
antisymetrickou cast

I(x,t):av(gz((’t), (x) =d(x,8) +w(xt) = Z(1+1 )+ Z(1-T"),

dI:_(II+II):_ I—|— : le:_ L _
o 2\ Ox; O 2\ Ox; O

Tenzor rychlosti deformace je symetricky d(x,t)=d" (x,t)

a virovy tenzor , nebo také spin, je antisym. w(x,t) =-w" (x,t).
Materidlova Casova derivace nékterych tenzoru pretvoreni

F=IF, C=F'F,C=FF+FF=FI"F+FIF=F"(I"+1JF,

C=2F"dF, E=%(C—I):>E=FTdF



Smeérova derivace (derivace ve sméru vektoru u)

grad O

Mejme funkci O(x)=D(x,, X,, X3). Izoplocha funkce je misto bodu, pro néz je ®(x)=konst.
Normala n k izoploSe ma stejny smér jako gradient funkce ®(x) v daném bodé. Zvolme
néjaky jednotkovy vektor u v daném bodé&, pak smérova derivace ®(x) ve sméru
vektoru u je skaldrni soucin gradientu ® a vektoru u — je to tedy velikost priimétu

gradientu ® do sméru u.
Obrazek vpravo je znazornénim nasledujiciho prikladu.



Priklad

@ (X) = X; +3X,X,, Vypodtéte smérovou derivaci v bodé x (2,—1,0) ve sméru
) 2%,
u=-—=:1:. D,®(x)=grad®.u= %< 3X, reqlb= %
1) 3%, ) 1
D,®(2,-1,0)= =

J3

Ekvivalentni definice:

Y (4D

(2, + 3%, +3X, ),

D,®(X) = @ (x + £u)

de =0
:>®(x+gu):(x1+g%j +3(x2+g%j(x3+g%j,
— D,®(x)=2 f+3(x +x)%.



Clear

%body v okoli (2,-1,0)

x1=-3:7;

X2=-6:4;

x3=-5:5;

[X,Y,Z] = meshgrid(x1,x2,x3); %vytvoreni pravid sité

fi=X.A2+3*Y.*Z; % funkce fi

figure

isosurface(X,Y,Z,fi,4) % vykresleni izosurface pro fi=4

%fi=4 je hodnota funkce v bodé (2,-1,0)

grid on

hold

%vykresleni daného bodu na izoplose

plot3(2,-1,0,'r*')

%vykresleni gradientu fi (modre)

plot3([2 4],[-1 0],[0 -3],'LineWidth',2)

%vykresleni sméru u (Cervené)

plot3([2 2+10/sqrt(3)],[-1 -1+10/sqrt(3)],[0 10/sqgrt(3)],'r','LineWidth',2)
% vykresleni jednotkového vektoru u (Cerné)

plot3([2 2+1/sqrt(3)],[-1 -1+1/sqrt(3)],[0 1/sqrt(3)],'k",'LineWidth',2)



Derivace deformacniho gradientu ve sméru vektoru rychlosti v

DF(X,t) = - Grad (x V)], =2 (2;*5%/() -
E = &

Materialova ¢asova derivace F je rovna smérové derivaci
DF (X, 1)
Dt
Plati obecné projakékoli materialové pole @ (X,t):
DO (X,t)
Dt
Pf.:derivace Greenova tenzoru pietvoreni E (X,t)

D,E(X,t)= % D, (F'F-1I)= %((DVFT JF+F' (D,F))=F'dF.

&=0

ve sméru vektoru rychlosti v : =D,F(X,t).

=D, ®(X,1).



