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Kontinuum — termodynamicky systém

Pevné téleso = vétSinou uzavreny systém
Konstantni hmotnost - nezavisi na case

Dochazi k vymeéeneé energie mezi systémem a okolim
prestupem tepla a praci povrchovych a objemovych sil

Stavové velicCiny: tlak, objem, teplota, entropie

extensivni (aditivni — jsou Umérné mnozstvi hmotnosti v
soustave : entropie, energie apod. ) a intensivni (nezavislé na
mnozstvi hmotnosti: tlak, teplota apod.)



Bilance veliCiny

Bilancovand veli¢ina @ (t) ma hustotu
¢(X,t) v materiadlovém a ¢(x,t) v prostorovém popisu.
Celkova hodnota veli¢iny je dana integralem

=j¢(x,t)dv :I¢(x,t)dv

Casova zména (pFirdstek) veli¢éiny maze byt zpGsoben:

1. Pritokem /odtokem veli¢iny pres hranici télesa J(®)

2. Vznikem (zdrojem) / zanikem (propadem) veli¢iny uvnitf télesa P(®)
To vyjadruje bilan¢ni rovnice:

dd_‘tD:@:J(q))w(q)),

IA dA IA da, A, A = hustoty toku v mater. a prost. popisu

_[H dV jyr dv, II, 7 = hustoty produkce veli¢iny ®



ReynoldsUv transportni teorém |I.

RTT ma jméno po Osborne Reynoldsovi (1842-1912)
RTT se pouziva pfi derivaci veliCin v integralech

Pouziva se pri formulaci zakladnich zakonu zachovani v
mechanice kontinua

V rovnicich Navier-Stokes



Reynoldsuv transportni teorém Il.

Casto potfebujeme materidlovou derivaci integrald typu:

(t) =_[(D(x,t)dv,
Kde integrovana funkce i integracni oblast jsou v prostorové

konfiguraci

Oblasti integrace je objem v, ktery se méni s Casem a tedy
nelze prohodit derivovani a integrovani

Integral prevedeme do materialové konfigurace:

() = Dé(tt) =2 [o(xt)dv=— @ (£(X,1).1)3 (X.)dV

\Y; \Y

Nyni se oblast integrace nemeéni a lze prohodit integraci a
derivaci — nejprve derivovat za integr. symbolem



Reynoldsﬁv transportni teorém IlI.

:chp J(X,t)dV =

[[@(x(X.1).t)3(X, t)+c1>(;((x,t),t)J(x,t)]dV=
| J(X,1)

J d)(;((x,t),t)+q>(;((x,t),t)J(X:t)

J(X,t)dVv.

Nyni [ze integral prevést zpét do prostorové konfigurace:
J' (x t)

( j- (x,t) + D (x,t)divv(x, t)]dv

=divv(x,t), J(X,t)dV =dv,

DEtjd)dv:j CD+CDdivv]dv.



ReynoldsUv transportni teorém |V.

 Budiz T libovolna skalarni, vektorova, nebo tenzorova funkce

T =p(xt)=9¢(X1),
Plati:

l%jpTdejpTdv,

Dﬁlzaz: V

[ po(x.t)dv = [ pg(X,t)IdV = [ pop(X,t)dV
v \

\Y

%Jpo¢(x,t)dv = jpo 8¢(a>t<,t) dv :\'/[poT dVv =

\ X=konst

= [3pTdv = pT dv.
V v



Bilance hmotnosti — rovnice kontinuity

Predpokladame, ze béhem pohybu télesa hmotnost nové nevznika aniz by
zanikala. Celkova hmotnost néjakého objemu je konstantni béhem
pohybu.

Predp., Ze téleso v ¢ase t=0 ma hustotu p,a objem V a zaujima oblast Q,, v
case t ma hustotu p a objem v a zaujima oblast Q.

Z principu zachovani hmotnosti vyplyva:

- dv
\./po(X)dV:_v[p(x,t)dv, de —==J=
.(pO(X)—Jp(;((X,t),t))dV =0 = globalni tvar,
\%

po(X)=3p(x(Xt),t) = lokalni tvar.

A0 01,122

Dt
0=pJdivv+Jp = rovnice kontinuity

0=pdivv+p



Bilance hybnosti v prostorové konfiguraci

n — jednotkova vndjsl normala

V, objem vyjmuty z deformovaného

t = vektor napiti v N /m” télesa, S, jeho povrch. Na jednotku
objemu pUlsobi spojitd objemova sila
b(x,t), na povrch oblasti pusobi vektor

b = objemova sila v N/m” napéti t(x,t).

Vysledna sila na vyjmutou oblast
f(t)=[b(xt)aV, + [t(xt)ds,
v, S,

Hybnost v oblasti: p(t) = j,ov(x,t)dvt = j,oov(x,t)dv0

Vi Vo

Bilance hybnosti - materialovy ¢asovy ptirastek hybnosti je roven vysledné sile

Dp _ D _
E_f :>ag|:,ov(x,t)dvt _J:b(x,t)dvt +§|:t(x,t)d8t.

'[pa(x,t)dvt = '[b(x,t)dvt +'|‘t(x,t)d8t v prostorové konfig.

Vi Vi St



Bilance hybnosti v materialovych souradnicich
B=objemova sila v materidlovém popisu (pseudo-sila) [N/m?3]
T=napétovy vektor v materidlovém popisu ) [N/m?]

[b(xt)V, = [b(x(X.1),t) (X,t)dV, = [ B(X,t)dV,,

Vo

[t(xt)ds, = [ T(Xt,N)ds,,

St So

D
EV[ p,VdV :J;B(X,t)dvo + [ T(XLN)S,.

1. Cauchyho pohybova rovnice v prostorovém a materialovém popisu:
Jt(xt.n)ds, = [o(x.t)nds, = [dive(xt)dV,,
S St Vi
Dﬂt [ pv(x,t)dV, = [ (b(x,t)+diver(x,t))dV, =1. Cauchy pohyb. rov.
v, VA
[(divo+b—p¥)dv, =0 ~ [(DivP+B-p,V)dV, =0

Vi Vo

00,

+b, = pv, ~DiVP +B = p,V ~ Fae

+B. = pV..
OX, Xy P

dive+b = pv ~



Bilance momentu hybnosti, symetrie Cauchy napétového tenzoru
Vysledny moment sil ptisobicich na vyjmutou oblast
M(t) = [rxb(xt)aV, + [ rxt(xt)ds,
V,

t St
Vnitini moment hybnosti v oblasti: J(t) = [ rx pv(x,t)dV, = [ rx g,V (X,t)dV,
V, Vo
Bilance momentu hybnosti - material. derivace mom. hybn. je rovna vysled. momentu
%{{t) =M(t) = DE'[\-[rXpV(X’t)th :J:rxb(x,t)dvt +Sjtr><t(x,t)d8t =
J‘rxt(x,t)dSt :J‘rxa(x,t)ndst =j<eriVG+SZGT )dV,
S S V,

er(p\'/—diVO'—b)th :ja:aTdV =¢.0 =0~¢,0,=0>0=0".

Vi Vi
Pokud v télese neplisobi objemové sily v podobé rovhomérné rozlozenych momentu
(nepolarni kontinuum), je Cauchyho napétovy tenzor symetricky — 2. Cauchyho

pohybova rovnice. Vyplyva z toho, ze 2.P-K tenzor napéti S a Kirchhoff. tenz. nap. t=JO
jsou rovnéz symetrickeé.



Bilance mechanické energie = dusledek Cauchyho prvni
pohybové rovnice

* Predpoklddame dynamicky proces dany Cauchyho tenzorem napéti o(x,t) a
pohybem x=y(Xt), ktery deformuje oblast Q, na Q s hranici 6Q

* VnéjSi mechanicky vykon P,,(t), kineticka energie K(t) a vykon napéti P, ,(t)
Vykon vngjsich sil: P (t) = Ib - Vdv + jt-vds,
Q oQ

Vykon vnitinichsil: P, (t) = [g:ddv = [tr(g"d)dv,
Q

Q

Bilance mechanické energie v prostorovém popisu :

k(1) + R (1) = P (1)

ext

* Soucet ¢asového prirGstku kinetické energie a vykonu vnitrnich sil (vykonu napéti)
je roven vykonu vneéjsich sil (hmotovych sil a povrchovych sil).

* Je-li P,,.=0, pak se jedna o vlastni kmity. Pokud je roven 0 Casovy pfirdstek /C(t),
pak se jedna o kvazistaticky problém.



Vnitrni energie

Zaved'me vnitrni energii - termodynamicka stavova veli¢ina — hustota vnitrni energie
u(x,t) na jednotku objemu v deformované konfiguraci. Pokud bereme v Gvahu pouze
mechanickou energii, pak ¢asovy pfirlstek vnitini energie U(t) je roven vykonu napéti
Poet):

()= [ulxain. P, (1) =2t ()
Q
Celkova energie je soucet kinetické a vnitini energie

K (1) + 2 (1) = j[gpvz +u]dv

Q

(1) (1) =P, (1) =

DL,y dv=|b-vd -Vd
Dt;[(va +ujv i Vfu+a_!;th,



Bilance mechanické energie v materialovém popisu

Vykon vngjsich sil: P, (t IB -VdV + J‘ T-VdS,

00,

Kinetické energie: K(t) = j%povzdv = I%pOV-VdV,

Q, Q,
Vykon vnitinichsil: P, (t) = Ig :ddv= jg : (I':F'l)dv =
Q Q
=[gF T :Fdv=[JgFT:FdV =[P:FadV = [tr(P'F)dV
Q

Bilance mechanické energie v materialovem popisu:

j 04 2dV+J'P FdV = jB VaVv + [ T-Vvds.

60,



e Konjugované dvojice

e =jejich skalarni soucin (dvoji kontrakce (:)
napétového tenzoru a sdruzeného tenzoru
rychlosti deformace) predstavuje skutecny
fyzikalni vykon — Casovy prirustek prace
vnitrnich sil (vykon napéti) na jednotku
objemu



Alternativni vyjadreni pro vykon napéti — konjugované dvojice
P (1) = _fg :ddv, Cauchy tenzor napéti : grad v
Q

P (1) = : Jo:ddV, Finger tenzor napéti : grad v

Qg

P.(t)= | P:FdV, 1.Piola-Kirch. tenzor napé&ti : F

Qg

P (1) = _fS - EdV = J'S:%Cdv, 2. Piola-Kirch.
(@) Qg

¥ 1

P.(t)= | =: EC_lé dV, Mandel tenzor napé&ti
Qp

P.(t)= [ I(R'eR):(R'dAR")dV = | Jg, : D, dV,
Qg Q

rotované c a d
P (t) = _f symT, : UdV. Biottenzor napé&ti : U

Qg



