Analyza napjatosti

PLASTICITA



TENZOR NAPETI

Teplota v daném bodé je skalar, je to tenzor nultého radu, ktery nezavisi na zméneé
souradného systému

Sila je vektor, je to tenzor prvniho radu, v trojrozmérném prostoru ma 3 slozky, které
se transformuji pri zméné souradného systému podle vztahu

F'i=aj;Fj ,

kde i,j=1,2,3 a a;; jsou kosiny uhll mezi pfislusnymi osami nového (Carkovaného) a

puvodniho souradného systému. Ve vztahu pouzijeme Einsteinovo souctové pravidlo

— sCita se podle opakujiciho se indexu
Napéti i pretvoreni jsou symetrické tenzory druhého radu maji 32=9 slozek, z nichz je
pouze 6 nezavislych v dusledku symetrie, pfi zméné souradného systému se slozky
transformuji podle vztahu
U'ij=aikaj10kl

Pusobi v roviné kolmé na X;

Plsobi ve sméru X;



TENZORY TUHOSTI A PODDAJNOSTI

Zobrazeni mezi tenzory napeéti a pretvoreni obstaravaji tenzory Ctvrtého radu -
tenzor tuhosti € a tenzor poddajnosti S

0;j= Cijk1€ki » €ij = Sijk1Ok1 -
Slozky tenzoru ¢tvrtého radu se transformuji podle vztahu
/ - |
C ijkl_aimajnakpalqcmnpq .

Tenzor &tvrtého fadu ma 34=81 slozek, avdak tenzory tuhosti € a poddajnosti S
realnych materialt maji diky symetriim pouze 21 nezavislych slozek (anizotropni
material), které I1ze vhodnym zplsobem usporadat do symetrické matice 6x6. Pocet
nezavislych slozek se dale snizuje, pokud ma material roviny symetrie (13 konstant
ma material s 1 rovinou symetrie, 9 konstant ma ortotropni material se dvéma

rovinami symetrie, 5 ma pricné izotropni material a 2 nezavislé konstanty ma
izotropni material).



TRANSFORMACE TENZORU NAPETI

Usporadame-li kosiny Uhlt mezi osami nového (¢arkovaného) a puvodniho
souradného systému do matice rotace A podle schematu

\ Xq Xy X3
X4 @41 4dgo Qa3
Xo d@9q dy djg

X3 d31 4d3p dgz3

MUzeme transformacni vztah pro tenzor napéti a’; j=a; a;; 0y, zapsat jako

c’'=AcAT
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NAPETOVY VEKTOR 2-D

Zatizené rovinné téleso rozdélime myslenym rezem
na dvé casti. Vnitrni sily jsou rozlozené na jednotku
plochy. Na malou ploSku dA s normalou n bude
pusobit napétovy vektor t [Pa], ktery mizeme
rozlozit na dvé slozky - o ve sméru normaly a T ve
smeéru teCném k ploSce mysleného rezu.

Stejnym zpusobem muzeme rozlozit
napétové vektory ve dvou dalSich
myslenych rezech vedenych soubézné s
osami zvoleného souradného systému. Sily
pusobici na takto oddélenou ¢ast télesa —
musi byt v rovnovaze.

o,dAd=0_cos@dAcosO+ o sindAsino + 5 PG R : dA
0 | V dA cosB J | \
Oy

. ' dAsin®
+7_ sinfdAcosO+1_ cosO@dAsind =

o,=0,c0s’ O+0 sin’@+7_2sinfcosb, 517 s 1
' : = Napetovy vektor zavisi na smeru n

r,=— (O-x -0, )sin@cos 0+t (cosz 0 — sin’ 6?) mysleného fezu. Existuji fezy, ve kterych
ma napétovy vektor smér normaly (T=0)



ROVINNA NAPJATOST - TRANSFORMACE NAPETI POMOCIi MOHROVY KRUZNICE

0 ',y=0,cos B+0,,sin"0+0,,2sinBcosHh,
0’ p=—(0;,— O“]Sin(f)cose-%op('cos‘e sin‘Gﬁl

A-

0 '5,=0y;sin 6+0“cos 6—0,,2sinBcosh.

Je zfejmé, ze lze nalézt takovy Uhel 0, aby v danych rovinach pusobila pouze normalna

napéti 6, a 6, Jsou to hlavni napéti a hlavni roviny.
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HLAYNI NAPETI A HLAYNI ROVINY VE 2D

Hlavni napéti a hlavni sméry muzeme
snadno urcit pomoci Mohrovy kruznice

Velikost hlavnich napéti bude dana
souradnici o stredu kruznice (je rovna
prameéru hodnot o, a ¢, ), ke které
priCteme/odecteme polomér kruznice

Hlavni sméry vypocteme z cerveného
trojuhelnika

5
1 O-t_o-v 2
o =5(0' +0'v)i T ¥y 5




NAPETOVY VEKTOR 3D

L]

Diky Wikipedia za obrazek.

Zatizené téleso rozdélime myslenym
fezem na dvé c¢asti. Na malou plosku v
okoli materialového bodu P pusobi
napétovy vektor T"(n, x, t), ktery je
spojitou funkci souradnic X(X4,X5,X3) ,
normaly n a casu t. Na druhou cast
fezu puUsobi stejné velky vektor
opacného smyslu.

Napétovy vektor mizeme rozlozit na
slozku do sméru normaly o, a do
smeru tecny k rezu T,,.

Velikost o, je dana skalarnim
soucinem napétového vektoru a
vektoru normaly, velikost slozky T,
dopocitame z Pythagorovy véty



NAPETOVY VEKTOR 3-D

€2

Méjme néjakou plosku dS mysleného rezu zatizenym
télesem. Zvolme souradny systém tak, ze ploska lezi v &
roviné (x,, X3) @ 0sa X, je na ni kolma. Na ploSku pusobi
vysledny napétovy vektor t,[Pa] a tedy vysledna sila

as. 022dS
t2 on2dS

t2dS

Tuto silu t, dS muzeme rozlozit na dvé slozky (Cervené)
* slozku ve sméru normaly 6,, dS=c,, dS
* slozku ve sméru tecny 1,dS (lezi v roviné
(X1, X3) )
Tec¢nou slozku muzeme dale rozlozit do sméru
souradnych os x; a x; (hnéda barva) tj. na
G553 S a 6,4 dS.
Napétovy vektor t, tedy mizeme zapsat jako soucet:

— e2

l, =€0, t+e,0,,+te;0) =1, =¢0,,
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CAUCHYHO ZAKON NAPETI

ki

CtyFstén je vyhaty myslenymi fezy ze zatizeného télesa. Na jeho predni stranu o plose dS
pusobi napétovy vektor t =(t,(", t,(, t,(M) a vysledna sila t" dS ktera musi byt v rovnovaze
se silami na ostatnich ploskach Ctyrsténu, kde jsme prislusSné napétové vektory rozlozili na
slozky ve sméru souradnych os. Slozkové podminky rovnovahy:

17dS = o, ndS + o, ndS + o,ndS,  atd,
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HLAVNI NAPETI, INVARIANTY TENZORU NAPETI

V kazdém materialovém bodé zatizeného télesa existuji tfi navzajem kolmé roviny s
normalami n, kde napétové vektory jsou kolmé k rovinam (pusobi ve sméru normal) a

smykova napéti jsou 0. Jsou to hlavni roviny, hlavni sméry a hlavni napéti.

t"=in=on =t =gy N, =An;, o,—-1 Oy O

(v -8)n,=0 =(o]-al1)inj=0} | ou =i om |=0

det ([o]-2[1])=0 TR G
Charakteristicka rovnice ma tfi realné 2122+ 1,A-1,=0,

koreny = hlavni napéti. Kazdému z nich
prislusi hlavni vektor n. Koeficienty
charakteristické rovnice |, |, a l; jsou
invarianty nap&tového tenzoru a nezavisi |, = de{aﬂ %}Fde{aﬂ 013}(1@{%2
na orientaci souradného systému. YalPe o 1% O3
Hlavni napéti a hlavni sméry Ize fedit jako = 01,0, + 01,033 + 01,045 — Oty — Oy — O
problém vlastnich Cisel matice tenzoru 1, = det (Ui,- ) |

napéti. VétSina matematickych softvéru
to umoznuije.

|, =0y, + 0, + 0y =0y,

Oy

O3

|

1 2 2 2
= 01,05 O3+ 20}, 05,0,3 = 0y, O35 — O3 Oy = Gy O

Matlab: [V,D] = eig(A), D=matice vlastnich Cisel a sloupce V matice jsou vlastni vektory A
Nebo webova aplikace: http://www.continuummechanics.org/cm/techforms/Eigen.html



http://www.continuummechanics.org/cm/techforms/Eigen.html
http://www.continuummechanics.org/cm/techforms/Eigen.html
http://www.continuummechanics.org/cm/techforms/Eigen.html
http://www.continuummechanics.org/cm/techforms/Eigen.html
http://www.continuummechanics.org/cm/techforms/Eigen.html
http://www.continuummechanics.org/cm/techforms/Eigen.html

HLAVNiI NAPETI - VYPOCET VLASTNICH CISEL A VEKTORU MATICE NAPETI

Eigenvalues & Eigenvectors

Eigenvectors
0913036 0222675 -0.34173;
029309 0.940839 -0.17004(
5 20 0283651 0255414 0924286

| Calculate 7\

Eigenvalues 6483417 -386918¢ 1585772

A= 52 |25 \-18
25 -30 5
-181 | 5 | 20

>> [V D]=eig(A)

V= -0.2931 -0.2837 -0.9130
0.9408 -0.2554 -0.2227
-0.1700 -0.9243 0.3417

D= -38.6919 0] 0]
O 15.8577 0]
o) O 64.8342

o, 0 0
o;=|0 o, 0]
0 0 o,

l,=0,+0,+0,
|, = 0,0, +0,0;+ 0,0,

|, =0,0,0;



Hydrostatickd napjatost Deviatorickd napjatost

(b)

Tenzor napéti Ize rozlozit na hydrostaticky (kulovy) tenzor a na deviator

O, Op;, Oy o, 0 0 Si1 S 83
Oy On Oxn|=|0 o, 0 |+|sy 85 S5y
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INVARIANTY DEVIATORU TENZORU NAPETI

Pri plastické deformaci se objem prakticky neméni a hydrostaticka ¢ast napjatosti se
nepodili na plastickém pretvoreni. Dulezity je deviatoricky tenzor S;

On = %(0'11 T 0y "'0'33) - %Gkk Ti % |, =11,
Sy S Si3 o, —11 O12 O3
Sij = Oy —11 é‘ij =Sy Sy Sp|=| Oxn 0, —11 O3
S;1 Sz S O3 O3 0y —11

Zcela analogicky Ize odvodit hlavni napéti deviatorického tenzoru, hlavni sméry jsou
totozne s hlavnimi sméry tenzoru napéti oy. Charakteristicka rovnice :

| — 45, =0
A= A% -3,A-3,=0

1

‘Jl = Sy =S11 T 55 55 =0, Jz :Esij Sij»

J, =det(S; ).

Invariant J, je velmi dulezita velicina, uvedeme nékolik jeho vyjadreni:

1 2 2 2
. 2 2 2 | 2 2 AR
J) = 7515, 7 511545 75,5535 7 S5 £S5, + 553 —g|:(‘711_0_22) +(O-22_O-33) +(O-33_(711) :|+(712+023+013—

il 1 2 1
ZE[(OE_%)Z +(O'2_03)2+(03_O'1)2] J =§ |12_ l,, Js =E |13_§|1|2+ .



SOUVISLOST INVARIANTU DEVIATORU J2 S EKVIVALENTNIM NAPETIM PODLE HVIH

o

+(0,, —033)2 + (o3 —0'11)2} +3cr122 +30§3 +3o*123 =z I3,

1
Omvm = \/5[(0_11 = 0'22)

J2 2 : :
O-HMHZT\/(O-I_O-I) +(o,—03) +(o3-0,) .

Ekvivalentni napéti podle HMH je rovno odmocniné trojnasobku invariantu J2. HMH
hypotéza pevnosti vychazi z predpokladu, ze dvé napjatosti jsou ekvivalentni shoduiji-li
se jejich distorsni deformacni energie. Distorsni deformacni energie je zaroven
zakladem Misesovy podminky plasticity.

NAPJATOST CISTEHO SMYKU
Je to napjatost, kdy v daném souradném systému mame pouze smykova napéti:
0 Op Oy
[o:,.] =105 0 04
AJ - .
|05, 05 0]




OKTAEDRICKA NAPETI

 zvolme souradny systém tak, ze jeho osy

= s hlavnimi osami napjatosti

* urCime napétovy vektor f, v roving, jejiz normala n

svira stejny uhel o se sourad. osami

* rozlozme napétovy vektor na vektor ve sméru

normaly o,, a do sméru tecny k roviné T, %
» dostaneme tzv. oktaedricka napéti (normalné a
smykové), ktera maiji zajimavé hodnoty, které jsou

stejné ve vSech oktaedrickych rovinach

V3 V3
3

3c0s’a=1 =COSax=—=nN=n,=n, =
3 1 2 3

3
f =one +o,ne,+o,ne, = ?(ale1 +0,8, + 0,8, )

1

o, =fn= %(01+0'2 +0'3):§ l,,

1 .
n:«ffnz—of :5\/(0'1—0'2)2+(0'2—0'3)2+(0'3—0'1)2 = g‘]z- /
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