pfedstavuje gradient funkce f ({G}), ktery md smér vn&j3i normaly m k okamzité plose
zat€Zovani, ¢ a &’ piedstavuji vektory rychlosti napéti a plastické deformace, i, vyjadiuji
rychlosti zmény historie zatéZovéni.

V souladu s rov. (7.3) bude na okamzité plose zat&Zovani, kde je =0, také 7=0.
Potom Ize na uzaviené plose zat&Zovéni pomoci vztahti (7.2) a (7.8) definovat nasledujici
_dfs}.
~—=s

Pro f+df <0 pfi f=0,je df =7 dt <0, tedy f<0.Nenastava-li zména plastické
deformace ¢’ je £” =0 a 7, = 0.V tomto pipadé dochaz{ k odlehovani s podminkou

kriteria zatéZovani, ktera uréuji smér vektoru {6}

{F} {o}<0 (79)

a vektor 6 vzhledem ke smé&ru vektoru F sméfuje dovniti plochy zatéZovani.
Pro f+df=0,df = fdt=0, tedy F=0, jestliZe nenastavd zména plastické
deformace ¢” =0 a i, =0, bude

{F}" {o}=0. (7.10)

V tomto pfipadé je vektor ¢ teény k ploSe zatéZovani a bod zat¥Zovani se po ni
posouva. Tento stav se nazyva neutralni zat&Zovani.

V ptipad® f+df =0, f=0,df = f dt=0 atedy f =0, kdy zat&Zovéni je provizeno
zménou plastické deformace &7 #0 a y, # 0, dochézi k zat€Zovani s podminkou

{F} {6}>0 . (7.11)

Zde vektor ¢ sméfuje vné plochy zaté¥ovani. Tim okamZitou plochu zat&Zovani

deformuje, posouvé nebo deformuje a posouvé. Musi tedy byt soucet dvou poslednich &lenti v

rovnici (7.8) men3i jak nula. Podle vztaht (7.10) a (7.11) je pfi zat€Zovani soudin gradientu
funkce zatéZovani F a vektoru rychlosti nap&ti ¢ v bodé zatéZovani nezaporny, tedy

{F} {6}=0. (7.12)

Ze skalarniho sou¢inu dvou vektorii pak vyplyva, e thel @ mezi t&mito vektory je
pravy nebo ostry, obr. 7.5.

7.3 Obecny tvar pocateéni podminky plasticity
V linedrné pruzném stavu, kdy plati Hooketiv zékon, jsou slozky vektoru deformace ¢
jednozna¢né uréeny slozkami vektoru napéti ¢. Podminku pruzného stavu pfi jednoosé

napjatosti s napétim o lze jednoduse vyjadit vztahem

o|—-o, <0, (7.13)
K




kde o, je mez kluzu materidlu pfi dané teploté. Pro tento pfipad lze potom piechod do
plastického stavu vyjadfit podminkou plasticity ve tvaru

flo, oy)=|o]-0, =0, (7.14)

kde fje funkce plasticity.

Analogicky lze pocatetni podminku plasticity vyjadfit pro obecnou napjatost
vyjadfenou vektorem napéti ¢ a materidl, jehoZ odpovidajici vlastnosti lze vyjadfit
potfebnym poctem konstant m, =1, 2, .., n. Potom bude

flfe}m )=0, (7.15)

kde fje opét funkci plasticity
Jednoduseji 1ze vektor napéti ¢ vyjadiit pomoci tii sloZek hlavnich napéti {e}= [crj sl

Jestlize materidl ziistane izotropni i v pruZné plastickém stavu, zistanou sméry hlavnich

napéti a hlavnich os deformace totoZné a podminka plasticity neni ovlivnéna. Potom ji lze
zapsat ve tvaru

floy, oy, 05,m,)=0 . (7.16)

Zcela analogicky lze podminku plasticity vyjadfit pomoci invarianti tenzoru napéti
I(T,),i=1,2,3. Rovnice (7.16) znazorituje v prostoru hlavnich napéti se soufadnicemi
0,,0,, o, plochu. Vyjadiuje-li tato rovnice podminku vzniku plastického stavu, je plocha v

prostoru fixovana co do velikosti, polohy i tvaru, mluvime o pocateéni podmince a plose

plasticity. Ta také popisuje vznik a rozvoj plastického stavu u tzv. idedlné pruzné plastického
materialu bez zpevnéni (odst. 5.4.1).

Z hlediska vlastnosti materialt existuji dva jejich typy:
- Materidly, kde plasticky stav neni ovliviiovéan stfednim napétim o, , napf. kovy
Materialy, kde se vliv stfedniho napéti o, projevi (sypké materialy, zeminy apod.)

Zabyvejme se v dal$im prvou skupinou. Potom lze funkci plasticity vyjadfit pomoci
slozek devidtoru napéti s,=o0,-o0,, kde i=1,2,3 (o,,0,,0, jsou hlavni napéti). Za
piedpokladu izotropie bude

flsi» 550 85, m,)=0 . (7.16a)

V tomto pfipadé vyjadiuje podminka plasticity (rov. 7.16a) v prostoru hlavnich napéti
o,, 0,, 0, valcovou plochu s osou o, = o, = 0,. Osa prochazi poc¢atkem. Na tuto osu je

kolma tzv. devidtorova rovina, kde o =0, obr. 7.6.

Vektor {6}=[o,, 0,, 0,] vyjadieny pomoci hlavnich napéti lze rozloZit na vektor

sttednich napéti {6, }=o0, [1], kde [I]=[1,1,1]" je jednotkovy vektor, a na vektor sloZek
deviatoru napéti

s}=lle,-0,)(0,-0,) (0s-0) . (7.17)



Potom bude
G=0_+8 . (7.18)

Rozklad je zfejmy z obrazku 7.6. Odtud je zfejmé, Ze vektor s je primétem vSech vektori o
jejichz koncovy bod X lezi na jedné povrchové piimee (zde X, X') vdlcové plochy plasticity.
Podminka plasticity tudiZ nezévisi na stfednim napéti o, a koncové body X, vektori
devitort napéti, které spliiuji podminku plasticity, leZi na kiivee plasticity (mezné kiivce) &,
ktera je priseénici deviatorové roviny s plochou plasticity.

Obr. 7.6

V ptipadé izotropnich materiali lze indexy i=1, 2,3 osdm systému soufadnic pfifadit
zcela libovoln&. Proto uzaviend kiivka plasticity & musi mit tfi osy soumé&rnosti, obr. 7.7, ale
mez kluzu v tahu a v tlaku nemusi byt stejna. Je-li napt. bod A4, prisetikem osy o, s plochou

plasticity (obr. 7.6), uréuje bod A4, spolu s potatkem soustavy soufadnic O primét o
hlavniho napéti o, do deviatorové roviny. Obdobné pro osy o, a o,. Pro stejné meze kluzu
vtahu o, avtlaku o, musi byt OA4] =04 aobdobné pro zbyvajici osy , obr. 7.7.
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Na z4kladé obecnych poZadavki byl tvar plochy plasticity dostate¢né urCen. Zbyva
jesté urcit jeji rozméry. To lze provést napf. pomoci jednoosé napjatosti, na kterou lze
pohliZet jako na zvlastni piipad napjatosti prostorové, jak jiZ bylo uvedeno v odstavci 7.1. V
tomto piipadé nastane plasticky stav, dosahne-li pusobici napéti o hodnoty odpovidajici
mezi plasticity, za kterou je povazovana mez kluzu oy , {j. oy =0 .

7.4 Trescova podminka plasticity

Na zikladé vysledki experimentli, které provadé]l Tresca, vyslovil Saint-Venant
ptedpoklad, Ze o vzniku a rozvoji plastického stavu rozhoduje maximalni smykové napéti.
Tuto podminku lze zapsat ve tvaru

Tow =Tk (7.19)

max

kde 7, je kritickd hodnota tohoto maximélniho napéti, kterd zavisi na materidlu a teploté.
Tuto hodnotu lze ur¢it z jednoosé napjatosti, ktera je zvlaStnim piipadem napjatosti
prostorové, kde napt. =0 #0 a o, =03 =0, jak jiZ bylo zminéno. Mohrliv diagram této
napjatosti je na obr. 7.8. Pii jednoosé napjatosti dojde ke vzniku plastického stavu,
dosahneme-li meze plasticity, tedy pfi o =0, kde o, je mez kluzu. Je pfedpokladéno, Ze
pocateéni meze kluzu v tahu a v tlaku jsou stejné o, =0 =0 . To potvrdil experiment. Z

obr. 7.8 potom pro uvazovany piipad vyplyva
Ty =—k, (7.20)

nebot’ lze predpokladat, Ze doséhne-li normalové napéti meze plasticity, dosdhne ji soucasné i
maximalni smykové napéti. Dosazenim do rov. (7.19) bude

r. =—% (7.21)

o)

Tmax

O3

G,

Obr. 7.8 Obr. 7.9

45



7

Je-li pro prostorovou napjatost znama relace hlavnich napéti o, >0, >0, lze
podminku plasticity vyjadfit velice jednoduse (obr. 7.9).

Potom 7, = 15(01 —0,). Po dosazeni do rov. (7.21) a Gpravé bude

0, —0; =0y - (7.22)

-

Jestlize uvedend podminka neni spln&na, je situace slozit&jsi. V tomto piipade, kdyZz
zahmeme i oblast tlakovych napéti, musi byt splnéna jedna ze Sesti podminek

loy — 03| =0k > lo, — ol =04 loy — | =0 (7.232)
Ty lze pepsat do tvaru
0,—0,=%0y , 0,703 =+0,, O0,—0,=10%; (7.23)

nebot’ rozdily hlavnich napéti mohou byt kladné nebo zaporné. Podminky plasticity (7.23) lze
vyjadfit jednou rovnici ve tvaru

l,(o.l '0'3)2 - O'Ifn(o‘z = 63)2 = 0-}3“(0'1 - 0'2)2 e Jilz 0. (7.24)

Ta je viak velice slozita.

Soustava Jesti rovnic (7.23) vyjadfuje v prostoru hlavnich napéti o, 0,,0; gestiboky hranol s
osou totoznou s osou prvniho oktantu, o, =0, =0, a vidy dvéma povrchovymi plochami
rovnob&zmymi. Je tudiz podle této podminky plasticity plochou plasticity $estiboky hranol.

UvaZzujme o rovinng napjatosti napt. o, # 0, o, #0,0,=0.Vtomto ptipadé dostaneme tzv.
mezni &ru, ktera je totozna s fezem rovinnou o, =0 s uvedenym hranolem. Po dosazeni do
rov. (7.23) dostaneme

o, =0y » Gy =d0p, R TFT toy- (7.25)

Tyto zavislosti lze graficky snAzornit v roving hlavnich napéti o, 0, - Prvni Ctyfl
rovnice vyjadiuji vzdy dvé pFimky rovnob&zné s osou 7, nebo o, ve vzdalenosti 0y . Treti
dvé rovnice lze upravit na tsekovy tvar. Pro prvni z nich

0,— 0, =0y (7.26a)
dostaneme po Uprave
LW (7.26)
Ox Ok

Rov. (7.26) je rovnici primky, ktera na ose 0, vyting usek +0y ana 0s€ O, usek — oy
Obdobné pro druhou rovnici této skupiny. Mezni Carou je potom Sestiuhelnik, obr. 7.10.
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0, =—& o, A 0, =0
C,=—0 C /_.—.\ B Oy Oy
-0,=0x |A A Tresca
D 0 %
’CK] A :
T, . Mezni tara
O, =—Ck
E F
— 0, =0k
von Mises
Obr. 7.10

7.5 Energeticka podminka plasticity

Tato podminka plasticity je v literatufe uvadéna také jako podminka efektivniho napéti,
oktaedrickd nebo von Misesova, HMH (Huber, Mises, Hencky). Jak ukazaly pokusy, mé
kulovy tenzor (napjatost na zménu objemu) zanedbatelny vliv na vznik plastickych deformaci
u materidld, jejichZ vlastnosti se v procesu deformace neméni se stfednim napétim. Proto
uvedeni autofi vyslovili pfedpoklad, Ze po¢éatku plastického stavu je dosaZeno, jestliZe hustota
deformacni energie na zménu tvaru doséhne kritické hodnoty. To Ize zapsat ve tvaru

Ay =Ry, - (7.27)
Po dosazeni z rovnice (6.20) bude pro obecnou prostorovou napjatost
I;Eﬂ [cr +0' +o? - (O'X 0,+0,0,+0, O'x)+ 3(?% +r§ +72 )]: Ay, - (7.28)
nebo v souladu s rovnici (6.21)
%%“—a? =2y, (7.29)

Kritickou hodnotu hustoty deforma¢ni energie na zménu tvaru Ize potom opét urdit
pomoci  jednoosé napjatosti (viz pfedchozi odstavec). Potom napf.  pro
o,=01=0#0,0, =03 =0, plasticky stav vznikne, kdyZ piisobici nap&ti o dosidhne meze
plasticity o =0, . Potom napf. z rovnice (7.29) s uvazenim, Ze efektivni nap&ti pii jednoosé
napjatosti je rovno pusobicimu napéti o, =, bude na mezi plasticity o, = o, . Po dosazeni
do rov. (7.29) bude
1+ Itp

Yo =3 ok -

(7.30)

Ke stejnému vysledku lze dospét, kdyZ v rov. (7.28) polozime o, =0, a ostatni
slozky napéti budou rovné nule.
Po dosazeni z rov. (7.28) a (7.30) do rov. (7.27) a po vydé&leni konstantou dostaneme
vztahy
ol +0'f, +0o? —(O'xO‘y +a, 0,4, o‘x)+3(rf +r; +':f)=crf{. (7.31)
nebo




o, =0y (7.32)

Posledni rovnici 1ze s ohledem na vztah (3.31) a (3.31a) zapsat také ve tvaru

V2

—2—[(@ —(:1'),)2 + (O'y —0'2)2 +(o, -0, ) + 6(rf +70+ rf)]m: G (7.33)

Pomoci hlavnich napéti bude podminka plasticity s ohledem na rov. (7.31) ve tvaru
ol +ol+ol-(0,0,+0, 0540, 6)=0%. (7.34)

Rovnice (7.34) vyjadiuje mezni plochu plasticity, kterd je v tomto pfipadé v prostoru '
hlavnich nap&ti o,, &,, &, valcovou plochou s osou o, =0, = 0,. Ta je obélkou Sestibokého
hranolu vyjadiujiciho mezni plochu plasticity podle Trescovy podminky plasticity.

Pro pfipad rovinné napjatosti o, #0, o, #0, o, =0 bude

02462 —0; 0, =0 (7.35)
1 2 1 2 K

V tomto ptipadé je mezni kfivkou elipsa, kterd mé s mezni kfivkou podle Trescovy
podminky spole¢né body 4, C, D, F, kdy se jedna o jednoosou napjatost a B, E, kdy o, = 0,,
obr. 7.10.

V piipadé energetické podminky plasticity je tato podminka vyjadfena jedinou rovnici,
ktera ma spojité derivace podle slozek napéti. Jeji tvar je vSak sloZit&j$i v porovnani se
vztahem (7.22), kdy u Trescovy podminky byla znama relace hlavnich napéti.

7.6 Porovnani obou podminek plasticity

Uvazujme napjatost ¢istého smyku, obr. 7.11, kde je uveden i Mohrtv diagram. Pro ni
plati

o, =1 o,=—0,, 03=0 (7.36)

z ? a

Tato napjatost je v diagramu na obr. 7.10 reprezentovana pfimkou prochézejici druhym a
&tvrtym kvadrantem pod thlem 45° viigi ose o,. Ta protne mezni kiivky podle uvedenych

" |
/6

Tz =Ty

|

|

| Tz = Tyx
1

I

R S X

Fd
s
Fa

Obr. 7.11
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podminek plasticity v bodech 4,, 4,. Z rovnice (7.21) kdyz 7, =7, , lze ur¢it 7, =0,50,.

Dosazenim do rov. (7.35) za o, =1, 0, =-7; dostaneme 7, =0/ V3. Z uvedeného

rozboru vyplyva, Ze hodnoty kritického smykového napéti (meze kluzu ve smyku) se pfi
pouziti uvedenych podminek plasticity od sebe lisi. Experimentalné ziskané vysledky
ukazaly, ze hodnota meze kluzu ve smyku leZi mezi témito hodnotami

0,50, <7, <058 0, =0, /3 (7.37)

Jak jiZ bylo uvedeno, shoduji se obé podminky plasticity pro pfipad jednoosé napjatosti v
tahu nebo tlaku a pro piipad, kdy o, =o,. Trescova podminka neuvazuje vliv prostfedniho
hlavniho napéti, oproti energetické podmince, kterd uvazuje vliv vSech sloZzek napéti. Obé
dobfe vyhovuji pro meékké materidly (ocel s nizkym obsahem uhliku, méd’ apod.).
Experimentalni vysledky ukazuji, Ze skute¢ny stav leZi mezi t€émito dvéma feSenimi.

7.7 Mezni k¥ivky v deviatorové roviné

Na zdkladé¢ definice deviatorové roviny dostaneme toto zndzornéni jako
axonometricky primét ploch plasticity do devidtorové roviny. To odpovida pohledu na mezni
plochy ve sméru osy obou ploch ¢, =0, =0, v soustavé soufadnic o, 0,,0,. Pfi tomto
zobrazeni dostaneme pro Trescovu podminku pravidelny Sestitthelnik a pro energetickou
podminku kruznici, ktera jej opisuje. Uvazujme o pootoceném fezu plochou plasticity rovinou
uréenou osou mezni plochy (o7=0,=03) sodpovidajicim jednotkovym vektorem
{n} = [n] s My, ng]T a osou soustavy soufadnic 3. Rezem je povrchové piimka 45 45, obr. 7.6
a 7.12. Pro jednotkovy vektor normaly deviatorové roviny (osu mezni plochy o, =0, = 0;)

r 1 s , - -
plati n, =n, =n, =—, nebot’ pro slozky vektoru n plati zavislost

5

2 2 7 _
n +n, +n; =1.

e G 1 5
von Mises

Obr. 7.12 Obr. 7.13




Z pravothlého trojuhelnika 04 4;, kde o3 =043 =0k (bod A4; lezi na plose
plasticity) nebot’ se jednd o jednoosou napjatost, kdy o, = 0, =0. 04} =0} je prumét
tisetky O4;do devidtorové roviny. Tedy plati

oy =0 Sina . (7.38)

ProtoZe n=cosa , pouZijme pro vyj 4dfeni hodnoty funkce sina zavislost
sin’ @ +cos’ =1 .

Odtud po dosazeni za cosa = 1/+/3 dostaneme po tipravé sina = N2/3.
Po dosazeni do rov. (7.38) bude

o = \E sin = 0,82 o - (7.39)

Bude tedy v deviatorové roviné primér kruznice vyjadfujici mezni kfivku podle
energetické podminky plasticity »=0,820. Protoze pifi pramétech do deviatorové roviny
bude zkraceni viech tsecek lezicich na oséch o,,0,,0, Ve stejném poméru, lze diagram
kreslit pro skute¢nd napéti. V obr. 7 .13 je znézornéna vektorem {o}= loy. 055 o, napjatost,
ktera splituje Trescovu podminku plasticity.

7 8 Okamzité, nasledné podminky plasticity

Piedchazejici tivahy se zabyvaly prvotnimi podminkami plasticity. Odtud takeé
vyplynulo, Ze mezni plocha v tzv. Haighové prostoru hlavnich napéti je Sestiboky hranol v
piipadé Trescovy a valec v piipadé energetické podminky plasticity s osou totoZznou s osou
prvniho oktantu. Zde zam&iime pozornost na tzv. okamZité nebo n&kdy také nazyvane
nasledné podminky plasticity. Ty popisuji vznik plastického stavu za riznych rezima
nasledujicich po zatiZeni do plastického stavu a odleh&eni. V obr. 7.14 je znazorn&n pracovni

04\ S.[’)ES1

50




